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VORWORT DER HERAUSGEBER 

Den Lehrgang der Analysis, mit dem EULER seine Zeitgenossen und Nachfahren be- 
schenkt hat, eroffhet die im Jahre 1748 ersehienene Introductio in analysin infinitorum, 
von der aber hier nnr der erste Band in Betracht kommt, da sich der zweite mit der analy- 
tischen Geometrie besch'aftigt. Es folgten 1755 die Institutions calculi differentiates und in 
den Jahren 1768, 1769, 1770 die drei Bande der Institutions calculi integralis.*) Diese 
Werke sind wiederholt neu aufgelegt und ubersetzt worden, sie haben die ersten Schritte 
vieler Mathematiker geleitet, die spater selbst Leuchten der Wissenschaft geworden sind, 
und ihre lehrende und bildende Kraft wirkt bis in die Gegenwart Hnein noch immer weiter; 
ist ja noch. 1885 eine neue deutsche Ubersetzung der Introductio und 1895 eine neue (die 
vierte) Auflage des dritten Bandes des Calculus integralis erschienen. Auch heute gilt noch 
fiir jeden Jlinger unserer Wissenschaft die Mahnung von LAPLACE: ,,Lisez EULER, lisez 
EULEE, c'est notre maitre a tous". 2 ) 

Wir wissen aus einem Briefe an GOLDBACH vom 4. Juli 1744 3 ), daB EULER schon 
im Alter von siebenundzwanzig Jahren begonnen hat, den Calculus differentialis zu schreiben, 
und in einem Brief an denselben Adressaten vom 6. August 1748 4 ) hei6t es: . . . anjetzo 
wird von Mr. Bousquet 5 ) meine Abhandlung vom Calculo differential! gedruckt"; trotzdem 
ist das Werk erst sieben Jahre spater erschienen. 



1) Eine Bibliographie dieser drei Werke sowie der spateren Auflagen und Ubersetzungen 
findet sich am SchluB dieses Vorworts. 

2) Berichtet von G. LIBRI in einer Anzeige der von Fuss herausgegebenen Correspondance 
(siehe die folgende FuBnote), Journal des Savants Janvier 1846, p. 51. 

3) P. H. Fuss, Gorrespondance mafhematique et physique 1, St. Petersbourg 1843, p. 279. 

4) Ebenda p. 473. 

5) Bei Bousquet, in Lausanne und Genf, waren auch die MetJiodus inveniendi lineas curvas 
(1744) und die Introduclio in analysin infinitorum (1748) erschienen. Wie aus einem (noch nicht 
veroffentlichten) Briefe EULERS an G. CRAMER in Genf vom 2. November 1751 hervorgeht, lieB 
sich aber EULER das Manuskript des Calculus differentialis wieder zuriickschicken. Er wurde dann 
bei Michaelis in Berlin ,,impensis academiae imperialis scientiarum Petropolitanae" 1755 gedruckt 
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Abnlich ist es auch dem Calces gratis ergangen. In einem BUB Berlin yom 
2 Oktober 1759 datierten Briefe an LAHEI** -hreibt EuLER*): .Quanta his graven, 
toporibus ab aliis negotiis vaeavi, librum de calculo integral! conscribere coep, quod opus 
iam pridem etiam meditatus, atque adeo Academiae Petropolitanae poffidta, nanc jgxlnr 
iam notabilem partem absolvi Calculum integralem ita definivi, ut esset method** functmnes 
unius pluriumve variabffinm inveniendi ex data differential vel prixni vei altiomm gra- 
duum relatione; m de prout functions sint yel unius, yel duanim pluriumve vaiiabilium, 
totom opus in duos libros divisi, ubi quidem pro posteriori vix quicquam est cultum" Und 
in einem Briefe an GOLDBACH voni 17. Dezember 1763 2 ) heii5t es: ,,Schon vor einigen Monaten 
babe ich mein Werk von dem Calculo integrali, woran ich schon seit vielen Jahren ge- 
arbeitet, vollig m Staoide gebracht, und die Haudesche Buchhandlung allhier ist Wlllens 
dasselbe nachstens zu verlegen. Das Geriicht davon hatte einen jungen lehrbegierigcii 
Menschen aus der Schweiz hiernergetrieben, welcher sich niclits anders als die ErhivilniiB 
ausgebeten, dieses Werk abzuschreiben, und ist darauf wieder zunickgereiset. Das Wiuuler- 
barste dabey ist, dafi dieser Mensct von seiner Profession ein Kiirscbner gewesen." 

Trotzdem liat es noch ftinf Jakre gedauert, bis der erste Band cles Calculus intcyralis 
erscheinen konnte, 

In einer Anzeige dieses ersten Bandes im Journal des Sfavaiis 8 ) liest man: ? ,LeB 
elemens de calcul differentiel que M. EULER publia il y a quelques annees, faisoieni; <lo8inr 
depuis longtems le calcul integral qui devoit en etre la suite; et il y avoit pliiKieurs 5tim< i K 
que le Manuscrit etoit en etat d'etre publie, il y avoit eu merae quelques feu ill en (I'inrpri 
mees; mais TAuteur n ? ayant pas ete a meme de veiller a PEdition elle (itoit trop incorroctt*; 
M. EULER ayant ete appelle a Petersbourg, TAcademie a songe' bientot a procurer anx Gio- 
metres cet important Ouvrage." Und eine ausfiihrliche Besprechung in der Allgcunointn 
DeutsclienBibliotlaek 4 ) beginnt mit denSatzen: ,,Endlich haben wir also den erstai Thcil 
des EULEESCHEN Integralcalculs vor uns, und zugleich die Hoflhung das ganxe Wrk bald 
voUst'andig zu erhalten. Es wird zwar in Petersburg gedruckt, allein das Manuscript war 
langst scion in Berlin fertig, und es hatte sowol der deutschen gelehrteri Welt, als <lem 
deutsehen Budihandel, zur Ehre gereicht, wenn es schon vor zelien und niehr .lahren in 



1) Opera postuma I, 1862, p. 558. 

2) P. H. Puss, Correspondence 1, p. 671. Die JahreszaW 1763 und die Bemerkung fif.er di 
gravissima tempora in dem Briefe an LAGRATOB zeigen, daB der Calculus Megmlis in gewissem 
Sinne als eine Frucht des SiebenjaMgen Krieges zu betrachten ist. 

3) Tome XLII, Decembre 1769, Nr. 14, p. 455-457 des Amsterdamer Naclidrucks, Novembre 
1769 der Edition de Paris. 

4) Des XL Bandes zweytes Stuck, Berlin und Stettin 1770, S. 6-16. Die Besprechunir ist 
onterzeicnnet E. *& 
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Deutschland einen Verleger gefunclen hatte, oder wenigstens zu Petersburg nicht gewisse 
Hindernisse dazwischen gekommen waren. Indessen kam in Frankreicli BOTTGAINVILLES 
Calcul integral 1 ) heraus. Dieser wurde sogleich zu Wien latein nachgedruckt, und so wurden 
besonders die Kloster in Qberdeutschland und theils auch Italien damit versehen. Warum aber 
nicht mit dem EULEEBCHEN Werke, mit welchem doch das BOUGAINVILLESCHE gar nicht zu 
vergleichen ist? . . . . Es muB .... daran liegen, daB die meisten bey den ersten Anfangen 
stehen bleiben. Ein anderer Grund mag seyn, dafi man sich einbildete, Herr EULER konne 
sich von seiner erhabenen Sphare niclit herab lassen. Allein es ist ganz umgekehrt. Hr. E. 
.hat in dem Vortrag der ersten Anfange eine ihm eigene nnd ganz vorziigliche Klarheit .... 
Freilich muB man nicht bey seinem Integralcalcul anfangen, sondern sich vorerst mit seiner 
Analysi iinitorum und Differential calcul hinlanglich bekannt machen." 

EULKK war also noch im Besitze seiner Sehkraft, als er den Calculus integralis ver- 
litBte, dagegen hat er von dem gedruckten Text keine Zeile mehr gesehen; ist er doch 
1766, bald nach seiner Rtickkehr nach Petersburg, vollig erblindet. Dies erklart die nicht 
geringe Anxahl von Druckfehlern und Versehen anderer Art, die der Text des Calculus into- 
f/ralis aufweist und die auch in den spateren Auflagen nur zum Teil berichtigt sind. 

In s(.inen drei analytischen Lehrbtichern hat EULER einen ansehnlichen Teil seiner 

.n Forschungen. anf dem Gebiete der Analysis des Unendlichen mit den Ergebnissen 
Vorgiiiiger und Zeitgenossen zu einem System verarbeitet, das sich in seiner Gliede- 

und r /um T<ul auch in seinen Einzelausfiihrungen bis auf den heutigen Tag als die 
klassisclie Uestaltung dieser Wissenschaft bewahrt und erhalten hat. 

IiiBbosondere hat es EULKU vermocht, durch die Schopfang einer bis ins Einzelne durch- 
fr(ibi1d(.ten und g-cschmeidigen Formelsprache die Unterschiede auszugleichen, die noch bis 
wc.it fiber die Mitte des achtzehnten Jahrhunderts hinaus zwischen den Methoden der fest- 
HLndischeu void dcnen der englischen Schule bestanden haben. Er hat es verstanden, die 
eigfwartigen Vor/a'ig-o, der Differential- und der Fluxionsmethode miteinander zu verschmelzen, 
und so ist ihrn, dem Germanen, im Verein mit seinem grofien romanischen Zeitgenossen 
LAORANfJK die ,,Versohnung" gelungen, die er im 6 des Calculus integralis noch als 
,,kanm zu erhoffen" hezelchnet hat, 2 ) 

Die Art, wie EULKR in der Introductio die rationalen Funktionen einerseits, die Ex- 
poiHuitialfunktion und den Logarithmus, die trigonometrischen und die vom ihm zuerst ein- 

1) Louis ANTOINK DB BOUGAINVILLE, le jeune, Traite de calcul integral pour servir de Suite 
a V Analyse des Infmiment-Petits de M. le Marquis de L'HOPITAL. Paris 1754. 

2) Haec diversitas loquendi ita iam usu invaluit, ut conciliatio vix unquam sit expectarida. 
S. 6 dieses Bandes. 

LEONHABPI EULEEI Opera omnia In Insttotioues calculi integralis b 
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Ereisfunktionen andererseits behaudelt, 1st ^ Vorbild fur die ganze Funktioneu- 
Lorie geworden, indem maa bei jeder neuentdeckten Trauszendenten sich bestrebt hat und 
sick noch bestrebt, das zu leistea, was EULEB fBr die genannten elementaren Fnnkfaonen 

geleistet hat. 

Die groBziigige Einteilung der Integralrechnung, die EULER seinem Werkc zngrunde 
legt, besteht auch heute noch zu Recht und man konnte ganz ungezwungen und natur- 
gemii aUe Fortsehritte, die diese Disziplin von EULER an bis auf unsere Tage gwuaoht, 
hat, in die verschiedenen Abschnitte (Sectiones) und Kapitel des EuLERSCHKK Caladm wfc- 

gralis einordnen. 

Aus der Lehre von den gewohnlichen Integralen (Quadraturen) werden (liber I, 
pars I, sectio I, cap. I YI) diejenigen Integrals yon elementaren Differentialen behande.lt, die 
wieder durch elementare Funktionen ansdriickbar sind, und es werden Reihenentwiekdnngvn 
vorgenonunen, die entweder nach Potenzen yon linearen Funktionen der Variabeln oder nach 
den Kosinus und Sinus der Vielfachen eines Winkels fortschreiten. Seine bertthmtun ITntcr- 
suchungen tiber die Addition, Multiplikation und Teilung der trigonometrisc.hcn und ellip- 
tischen Integrale hat EULER mit aufgenommen; sie finden sich in dem Abschnitt tiber dit 
gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung (liber I, pars I, sectio II, cap. V, VI; 
und in dem Supplementwn zum dritten Bande. Yon hoheren Transzendenten, die sich (lurch 
die Integration elementarer Funktionen ergeben, wird noch die Funktion /, ^, ler von 
MASCHERONI so genannte Hyperlogarithmus, jetzt Integrallogarithmiis genannt, befrarhtH. 

Von weittragender BeHeutung ist die Untersuchung der bestimmtc-n Inleprah^ 
(valores integralium, quos certis tantum casibus recipiunt, liber I, pars I ; sectio I, cap. VIII, 
IX). Es werden zun'achst Falle angegeben, wo Integrale, die sich allgemein nicht eleHntar 
ausdriicken lassen, fur besondere Werte der Veranderlichen durch bekannte Symbols darstell- 
bar sind, und darauf bestimmte Integrale als Funktionen eines Parameters xur Definition 
neuer Transzendenten benutzt. Die letztere Art von Transzendenten erweist sieh dann im 
zweiten Bande (liber I, pars II, sectio I. cap. X, vgl. auch besonders 1016) als <in mlich- 
tiges Instrument far die Losung von linearen Differentialgleichungen, insbesondero von 
solchen zweiter Ordnung, und man wird gerade diese Untersuchungen zu den bedeutsamnten 
Forderungen zahlen diirfen, die die Integralrechnung und die Punktionentheorie EULKR ver- 
danken. Dafi diese Integration per quadraturas curvarum der mittels unendlicher RcMhen 
(liber I, pars II, sectio I, cap. VII, VIII, XI) durch ihren meist grofieren GelttmgKbermch 
iiherlegen ist, war EULER wohl bewufit; er hat auch grofien Wert auf diese seine Leistung 
gelegt, sagt er doch ( 1016) dariiber: Hoc autem argumentum fere prorsus est novum, ne- 
que a quoquam adhuc pertractatum, si quidem nonnulla specimina, quae equidem iam dudum 
dedi, excipiantur; ex quo dubitare non licet, quin ista methodus, si diHgentius exoolatur, 
aliquando forte praeclara incrementa in Analysin sit allatura". 
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DaB fur Differentialgleichungen erster Ordnung die Trennung der Verander- 
lichen und allgemeiner die Zuriickfuhrung der Integration auf gewohnliche Integrale (Qna- 
draturen) selbst in den Fallen, wo sie moglich 1st, nicht immer die endgiiltige Losung der 
clurch die Differentialgleiclmng gestellten Aufgabe liefert, zeigt niclits deutlicher als das 
Beispiel der nach EULER benannten Differentialgleiclmng, die auf das Additionstheorem der 
elliptischen Integrale fiilirt. In der Tat ist ja bei dieser die Trennung der Yeranderlichen schon 
vollzogen und die Integration durch Quadraturen unmittelbar gegeben, aber ihr wahrer Inhalt 
tritt erst in der von EULER geleisteten Integration durch eine algebraische Gleiclmng zu Tage. 
Das Verfakren, das EULER zur Herstellung dieses algebraischen Integrals einschlagt, zeigt 
deutlich, daB er sich schon von dem Grundsatze hat leiten lassen, den zuerst ABEL in 
Worte gekleidet hat, n'amlich die Probleme so zu fassen, daB sie losbar werden. 

Nach demselben Grundsatze verfahrt EULER zum Teil auch in den Kapiteln, die iiber 
die Integration der Differentialgleichungen durch Multiplikatoren handeln, eine 
Methode, auf die er sehr groBes Gewicht legt und die er sowohl auf Gleichungen erster als 
auf solche hoherer Ordnung anwendet (liber I, pars I, sectio II, cap. II, III und liber I, 
pars II, sectio I, cap. V, VI). Wir denken dabei an seine Untersuchungen iiber Differential- 
gleichungen von vorgeschriebener Form, die durch Multiplikatoren von vorgeschriebener Form 
integrabel werden sollen. Obwohl er mit Hilfe von Multiplikatoren eine Anzahl einfacher 
Typen von Differentialgleichungen integriert hat, so kann diese Methode der integrierenden 
Faktoren doch nicht als ein Hilfsmittel von erheblicher Tragweite fur clie wirkliche Inte- 
gration gelten, sondern sie hat mehr die Becleutung eines ordnenden Prinzips. 

In der Lehre von den partikularen Integralen (liber I, pars I, sectio II, cap. IV) 
hat EULER mehr das Verdienst, auf die zu losenden Aufgaben hingewiesen, als sie wirldich 
bezwungen zu haben. Das Wesen cler Losungen, die man gemeinhin als singulare be- 
zeichnet, hat er noch nicht erkannt. 

Bei der Anwendung unendlicher Reihen (Potenzreihen) zur Integration von Differential- 
gleichungen erster Ordnung (liber I, pars I, sectio II, cap. VII, 655 ff.) und linearer Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung (liber I, pars II, sectio I, cap. VII, VIII, XI) begrundet 
EULER das Verfahren der unbestimmten Koeffizienten, indem er den Inhalt der Diffe- 
rential glelchung in eine Rekursionsformel fiir die Eeihenkoeffizienten umsetzt. Er vollzieht 
darait den ersten wichtigen Schritt, der die Entwickelung der analytischen Theorie der ge- 
wohnlichen Differentialgleichungen einleitet. Es ist auch bemerkenswert, daB die von 
EULER betrachteten Reihen stets fiir hinreichend kleine Werte des Increments konvergieren; 
immer divergente Potenzreihen, die gewohnlichen Differentialgleichungen geniigen konnen, 
treten, wie es scheint, bei EULER iiberhaupt nicht auf. 

Die Integration mittels unendlicher Reihen und in noch hoherem MaBe die 
Kapitel des Calculus integrates, in denen EULER zuerst fiir die gewohnliche Quadratur 
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(ZTpars I, sectio I, cap. VII, 650-657), dann fur Differentialgleichungen erster Ord- 
Lr (iiber I, pars I, sectio II, cap, W) und fur Differentialgleicbungen .water Oidnung 
(Zr I, pars II, sectio I, cap. XII) die Integration mittels Annaberung (per apprcm- 
Lionem) bebandelt, gibt Veranlassung, den Standpunkt zu beleucbten, den EULER den 
quantitativen Metboden eingenommen bat, die einer im Sinne der antiken Geometer 
strengen Bebandlung der Infinitesimalrechnung zugrunde liegen, einer Behandlung, wie su 
uns erst das neunzebnte Jabrbundert gebracbt bat. 

DaB bei EULER scbarfe Eigenscbaftsbestimmungen fiir die von ihm betracMeten Punk- 
Monen (Stetigkeit, Differentiierbarkeit, analytiscber Cbarakter) fehlen, ist nicht zu verwundern; 
damit bangt es aucb zusammen, daB er Existenzfragen niemals durch a priori zu gebende 
Beweise zu erledigen sucbt. Fiir die Art wie EULER solcben Fragen begegnet, isfc charakte- 
ristiscfa, was er (Introdwtio, i I cap. IV, 59) auf die Frage erwidert, ob sich wohl jede Funk- 
Mon in eine unendlicbe Potenzreibe entwickeln lasse: ,,si quis dubitet", sagt er, ,,hoc dubium 
per ipsam evolutionem cuiusque functionis tolletur". Von diesem Standpunkte aus wfirde die 
Existenz des Integrals .einer elementaren Funktion, die Existenz der LSsung einer Diffe- 
r^itialgleiebung, deren Koeffizienten elementare Funktionen sind, in der Weise zu beweisen 
sein, daB man die Integration ausfubrt, sei es durcb elementare Funktionen oder, wexm das 
nicbt gebt, durcb unendlicbe Eeiben oder endlicb nocb allgemeiner ,,per approximationem", 
was soviel beifit wie durcb das Interpolations verfahren, also nach der Methode, die erfit von 
OAUOHY und LIPSCHITZ wirklicb durchgefubrt worden ist. Naturlich ist dagegen nichts 7,u 
erinnern, da sicb dieser Standpunkt von dem unsrigen eigentlich nur in dr Konntillirung" 
unterscbeidet; es ist eben vorkantiscb, nicbt a priori sondern a posteriori zn pHifen und 
zu erkennen. In der Tat finden wir aucb bei EULER nicbt nur die formalen Ansatsw fiir <li< 
Integration durcb Potenzreiben, sondern man kann sogar in den 3 17 822 and 65(i (>(>('), 
wo die NEWTONSGHE Naberungsmetbode aufDiflferentialgleicbungen libertragen wird, die Kelme 
der analytiscben Fortsetzung erkennen. Wir finden ferner in den bereits erwahnten Kaj>iieln 
iiber die Integration durcb Annaberung den formalen Algorithmus fiir die Summi- 
definition des Integrals und fiir das CAUCHY-LiPSCiimsciiE Interpolation8vrfiihnn l*i 
Differentialgleicbungen; was man aber bei EULER vermiflt, ist die quantitative Ab- 
scbatzung dessen, wie weit man jene formalen Prozesse fortsetzen mufi, urn einen vorff- 
schriebenen Genauigkeitsgrad zu erzielen, das beiBt also die Anwendimg der strengen Me,- 
thoden der Griecben. 

Hatte EULER gesucbt, den Grad der Annaberung, die GroBe des begangenen Pehlers, 
wovon er immer wieder spricbt (siebe die angefubrten Stellen), wirklicb zu bestunmen, 
so batten sicb ibm die Grenzen ergeben, innerbalb derer seine Integration durch Ileihen 
oder durcb Annaberung moglicb ist, und er wtirde statt blofi formaler Ansatze wirkliche 
quantitative Integrationen geleistet baben. 
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Es 1st erne Frage, die die Geschichte der Mathematik noch zu klaren hat, durcli welche 
Ursachen die strengen Methoden der Griechen im Laufe der Zeit auBer Gebrauch gekommen 
sind, und wodurch das Gefuhl ftir die Unentbehrliehkeit dieser Methoden spater wieder ge- 
weckt worden ist. Bei EULER und LAGRANGE fehlen diese Methoden noch vollstandig, 
wenige Jahrzehnte spater sind sie bei GAUSS, BOLZANO, CAUCHY, ABEL mit vollem BewuBt- 
sein wieder in Gebrauch. Wir miissen uns hier mit der Peststellung begnugen, da8 EITLER 
als Kind seiner' Zeit sich jener Methoden nicht bedient hat, da6 er darum nicht imstande 
war, sich uber die Konvergenz unendlicher Prozesse deutliche Vorstellungen zu bilden 1 ) und 
daB ihm aus demselben Grunde gewisse fundamental Satze keines Beweises bediirftig er- 
schienen sind, wie z. B. der Satz (IntroductiOj t. I cap. II, 33), daB eine ganze rationale 
Ftinktion von x, die fur x=~a den Wert A, ftir # = & den Wert S annimmt, yon A zu J5 
nicht iibergehen kann, ,,nisi per omnes valores medios transeundo". 

DaB gerade der Calculus integrates EULERS trotz der veranderten Auffassung, die sich 
seit seinem Erseheinen in bezug auf die Bewertung der quantitativen Abschatzungsmethoden 
herausgebildet hat, seine Bedeutung als Lehrbuch und Handbuch zu behaupten vermag, liegt 
daran, daB sich fur die darin behandelten besonderen Probleme die fehlenden Konvergenz- 
betrachtungen leicht erganzen lassen; die auf die Approximationen beziiglichen Kapitel 
wurden allerdings einer tiefergreifenden Umarbeitung bediirfen und konnen in ihrer gegen- 
wartigen Gestalt nur geschichtliches Interesse beanspruchen. 



1) So heiBt es ?.. B. am Anfang der Abhandlung 247 (des ENESTROMSCHEN Verzeichnisses) : 
De seriebus divergentibus, Novi comment, acad. sc. Petrop. 5 1754/55, p. 205 (LEONHARDI 
EULERI Opera omnia, series I, vol. 14): Cum series convergentes ita definiantur, ut constent 
terminis continuo decrescentibus, qui tandem, si series in infmitum processerit, penitus evanescant . . . 
und aus dem 9 dieser Abhandlung (a. a. 0. p. 210) geht hervor, daB EULER annimmt, eine so 
beschaffene Eeihe besiiBe eine Summe in demselben Sinne, wie etwa 1 + -^ - + -- + y+ etc.=- 2 
ist, d, h. ? ,quod quo plures istius seriei terminos actu addamus, eo propius nos ad binarium pervenire". 
Es ist von Interesse, demgegenttber darauf hinzuweisen, daB die Auffassung, der EULER in dieser 
selben Abhandlung in bezug auf die divergenten Eeihen Ausdruck gibt (z. B. 11, p. 212 a. a. 0.) 
derjenigen sehr nahesteht, die BOEEL in seinem Werke Legons sur les series divergentes, Paris 1901, 
(siehe besonders chap. IV) vertritt. Wenn namlich EULER daselbst von der expressio fintta spricht, 
ex qua series proposita resultet, so wird man darin das Tasten nach dem Begriffe erkennen, den 
wir heute als die monogene Funktion einer komplexen Veranderlichen bezeichnen, die etwa aus 
einer in beschranktem Bereiche konvergenten Potenzreihe durch analytische Portsetzung entspringt. 
^ ,,Si igitur u heiBt es dann ,,receptam summae notionem ita tantum immutemus, ut dicamus, cuiusque 
* seriei summam esse expressionem finitam, ex cuius evolutione ilia ipsa series nascatur, omnes 
difficultates, quae ab utraque parte [namlich Gegnern und Anhangern des Eechnens mit diver- 
genten Reihen] sunt commotae, sponte evanescent.^ 
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7 action ,on tf alls* 1st, d 1** * flich 
Aixwendungen dieses Gruadgedanken, Aber die allgezneine Zunickfuhnmg der par- 



Mellea Dtaei^n erster Orduung auf gewokdiehe konnte ihm nicht gehngen, 
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weil er sie noct nicht einmal fur die aJlgemeiae lineare partielle Differentialgleichung enter 

Ordinmg zn leisten yermoclite. 

AnBer dem schon Yorhm erwahnten S^plementum entBlt der dritte Band noch erne 
A^mdix tber den CMb* variationum. EULEE wird Herdurcli der Tatsache gereeht, daiJ 
die ron ihm auf geometrischem Wege entwickelte Lehre von den grofiten imd klemsteii 
Werten der Integrale durcn den von LAGRANGE geschaffenen KaMl m eiiiem Teile der 
Differential- nnd Integralreclmung geworden war. 

Der vorliegenden Ansgabe des Calculus integrates liegt die Urausgabe zugrun<h, dit 
einzige, die bei Lebzeiten EULERS erschienen ist. Und zwar beschrankt sicli unsere AUH- 
gabe auf die urspriinglich veroffentlichten drei Bande; der Tierte Band, der imter clem TIM 
3 ,InstituUonum calculi integralis volumen guartum, continens supplements partim ineditn pnrtim 
iam in openbus academiae imperialis scientiarum Petropolitanae impressed im Jahr 17JI4, 
also nach EULERS Tode berausgegeben worden ist, entlialt achtundzwanzig Abhand- 
lungen, die auf andere Bande der Gesamtausgabe von EULERS Werken verteilt worden 
sind 1 ). Die Urausgabe mirde aber mit den spateren Auflagen imd mit der deutschen l.ib*.r- 
setzung von SALOMON vergKchen; die grofie Sorgfalt, mit der die Herren Redaktorcn <!i 
Herausgeber bei der Korrektur unterstutzt haben, lafit hoffen ; dafi es gelungen 8*u, dan 
alte Meisterwerk EULERS in durchaus korrekter Form neu erstehen zu lassen. 

Offenbare DruckfeUer wurden stillscliweigend ausgemerzt, bei kleineren ReeheniVhlmi 
der Text verbessert und der Urtext in einer FuBnote angegeben. Einscnaltungen der Her- 
ausgeber sind in eckige Klammern [] eingeschlossen. Einige FuBnoten geben teils Literatur- 
angaben, teils auch Hinweise auf Versehen, die im Texte vorkommen; von erlauternden und 
erganzenden Anmerkungen muBte im Sinne der ftir diese Gesamtausgabe geltenden (Jrund- 
satze Abstand genommen worden. Dagegen ist es moglich geworden, die beiden Teilc der 



1) Dieser vierte Band ist in alien spatera Auflagen mit abgedruckt und aucb in die Ober- 
setzung von SALOMON mit aufgenommen worden. Wir haben ihn aber aus der unten folgenden 
Bibliographie weggelassen. 



^ YOEWORT PEE HEEAUSGEBEB SY 

Adnotationes ad calculum integrakm Euleri yon LORENZO MASCHERONI, die 1790 und 1792 
in Pavia erscHenen und zur Zeit reclit selten geworden sind, unserer Ausgabe einzuver- 
leiben. Sie folgen im zwolften Bande der ersten Serie anf den zweiten Band des Calculus 
integrates, der den Liber prior des ganzen Werkes abschliefit, da sie sicli ausscliliefilicli 
auf diesen beziehen, 

Es moge auch an dieser Stelle Sr. Exzellenz dem Koniglicli italienisclien Minister des 
offentlichen Unterrichts der ehrerbietigste Dank dafiir ausgesprochen werden, daB er fiir die 
Aufnahme der MASCHERONISCHEN Adnotationes in die Euleransgabe einen StaatszuscliuB ge- 
wahrt hat; nicht minder danken wir der Societd, italiana per il progresso delle Science und 
den Herren GINO LORIA und VITO VOLTERRA fiir ihr wirkungsvolles Eintreten in dieser 
Angelegenlieit. 

Was die Verteilung der Arbeit auf die beiden Herausgeber anlangt ; so hat vom ersten 
Bande SCHLESINGER den ersten, ENGEL den zweiten und dritten Abschnitt bearbeitet. Den 
zweiten Band und die Adnotationes von MASCHERONI wird SCHLESINGER bearbeiten, den 
dritten Band ENGEL mit Ausnahme des Supplementum. 

GieBen, den 26. Juni 1913. 

L. SOHLESINGER. F. ENGEL. 
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PRAENOTANDA 

DE CALCULO INTEGRAL! IN GtENERE 

DEFINITIO 1 

1. Calculus integrates est methcdus ex data differentialium relatione inveni- 
endi relationem ipsarum quantitatwm; et ojperatio, qua hoc praestatur, integratio 
vocari solet. 

COKOLLARIUM 1 

2. Cum igitur calculus differentials ex data relatione quantitatum varia- 
bilium relationem differentialium investigate doceat, calculus integralis metho- 
dum inversam suppeditat. 

COEOLLAEIUM 2 

3. Quemadmodum scilicet in Analysi perpetuo binae operationes sibi 
opponuntur, veluti subtractio additioni, divisio multiplicationi, extractio radicum 
evectioni ad potestatea, ita etiam simili ratione calculus integralis calculo 
differ entiali opponitur. 

COROLLAEIUM 3 

4. Proposita relatione quacunque inter binas quantitates variabiles x et 
y in calculo differential! methodus traditur rationem differentialium Ay : dx 
investigandi; sin autem vicissim ex hac differentialium ratione ipsa quantita- 
tum x et y relatio sit definienda, hoc opus calculo integrali tribuitur. 
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SCHOLION 1 

5 In calculo differentiali iam notavi quaestionem de differential^ non 
absolute sed relative esse intelligendam, ita nt, si y fount functio quaecun- 
que ipsius x, non tarn ipsum eius differential dy quam ems zatu ad diffe- 
Ltiale dx sit definienda. Cum enim omnia differential per se smt mbalo 
aequalia, quaecunque functio y fderit ipsius x, semper est % = neque sic 
quicquam amplius absolute quaeri posset. Yerum quaestio ita nte propom 
debet, ut, dum x incrementum capit infinite parvum adeoque evanescens dx, 
definiatur ratio incrementi functionis y, quod inde capiet, ad istud dx; etsi 
enim utrumque est = 0, tamen ratio certa inter ea intercedit, quae in calculo 
differentiali proprie investigator. Ita si fuerit y-*aM, in calculo differentiali 
ostenditur esse || = 2x neque hanc incrementorum rationem esse veram, nisi 
incrementum dx, ex quo Ay nascitur, nihilo aequale statuatur. Verum tamen 
hac vera differentialium notione observata locutiones communes, quibus diffe- 
rentialia quasi absolute enunciantur, tolerari possunt, dummodo semper in 
mente saltern ad veritatem referantur. Eecte ergo dicimus, si y = vex, fore 
dy = 2xdx, tametsi falsum non esset, si quis diceret Ay = 3xdx vel dy = 4:xdx, 
quoniam ob dx = et dy = Q hae aequalitates aeque subsisterent; sed prima 
sola ration! verae 1^ = 2x est consentanea. 

ax 



SOHOLION 2 

6. Quemadmodum calculus differentials apud Anglos methodus fluxionum 
appellatur, ita calculus integralis ab iis methodus fluxionum inversa vocari 
solet, quandoquidem a fluxionibus ad quantitates fluentes revertitur. Quas 
enim nos quantitates variabiles vocamus, eas Angli nomine magis idoneo 
quantitates fluentes vocant et earum incrementa infinite parva seu evanescen- 
tia fluxiones nominant, ita ut fluxiones ipsis idem sint, quod nobis differen- 
tialia. Haec diversitas loquendi ita iam usu invaluit, ut conciliatio vix unquam 
sit expectanda; equidem Anglos in formulis loquendi lubenter imitarer, sed 
signa, quibus nos utimur, illorum signis longe anteferenda videntur. Verum 
cum tot iam libri utraque ratione conscripti prodierint, huiusmodi conciliatio 
nullum usum esset habitura. 
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DEFINITIO 2 

7. Own functionis cuiuscunque ipsius x differentiate huiusmodi Jiabeat formam 
Xdx, proposita tali forma differentiali Xdx, in qua X sit functio quaecunque 
ipsius x, ilia functio, cuius differentiate est = Xdx, Jiuius vocatur integrate et 
praeftxo signo f indicari solet, ita ut CXdx earn denotet gumtitatem variaUlem, 
cuius differentiate est = Xdos. 

COROLLARIUM 1 

8. Quemadmodum ergo propositae formulae differentialis , Xdp integrate 
seu ea functio ipsius x, cuius differentiate est = Xdx, quae hac scriptura 

CXdx indicatur, investigari debeat, in calculo integral! est explicandum. 

COROLL1RIUM 2 

9. Uti ergo littera d signum est differentiationis, ita littera f pro signo 
integrationis utimur sicque haec duo signa sibi mutuo opponuntur et quasi 
se destruunt, scilicet fdX erit = X, quia ea quantitas denotatur, cuius diffe- 
rentiate est dX, quae utique est X. 

COROLLARIUM 3 

10. Cum igitur harnm ipsius x functionum x\ of, V(aa xx) differenti- 
alia sint 2xdx, nx^^x, -j=^~, signo integrationis C adMbendo patet fore 

y(aa XX) " 

C2xdx = xx, /W-'<fcK = 0", ^ 7 ^ dx - = V(aa-xx}, 
J J V y(aa~xx) 

undo usus huius signi clarius perspicitur. 

SCHOLION 1 

11. Hie unica tantum quantitas variabilis in computum ingredi videtur, 
cum tamen statuamus tarn in calculo differentiali quam integral! semper 
rationem duorum pluriumve differentialium spectari. Verum etsi hie una 
tantum quantitas variabilis x apparet, tamen revera duae considerantur; altera 
enim est ipsa ilia functio, cuius differentiate sumimus esse Xdx; quae si 
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designed littera y, erit dy-Xd seu g-2, ita ut hie omnino ratio 
differentialium dy : dx proponatur, quae est = X, indeque ent y - J Xdx; 
hoc autem integrale non tarn ex ipso differentiali Xdx, quod utique est - 
quam ex eius ratione ad das inveniri est censendum. Caeterum hoc signumj 
vocabulo nwmoe efferri solet, quod ex conceptu parum idoneo, quo integrate 
tanquam summa omnium differentialium spectatur, est natum; neque maiore 
iure admitti potest, quam vulgo lineae ex punctis constare concipi solent. 

SCHOLION 2 

12. At calculus integralis multo latius quam ad huiusmodi formulas inte- 
grandas patet, quae unicam variabilem complectuntur. Quemadmodum enim 
hie functio unius variabilis x ex data differentials forma investigator, ita 
calculus integralis quoque extendi debet ad functiones duarum pluriumve 
variabilium investigandas, cum relatio quaedam differentialium fuerit propo- 
sita. Deinde calculus integralis non solum ad differentialia primi ordinis 
adstringitur, sed etiam praecepta tradere debet, quorum ope functiones tarn 
unius quam duarum pluriumve variabilium investigari queant, cum relatio 
quaedam differentialium secundi altiorisve cuiusdam ordinis fuerit data. Atque 
hanc ob rem definitionem calculi integralis ita instruximus, ut omnes huius- 
modi investigationes in se complecteretur; differentialia enim cuiusque ordinis 
intelligi debent et voce relationis, quae inter ea proponatur, sum usus, ut 
latius pateret voce rationis, quae tantum duorum differentialium comparatio- 
nem indicare videatur. Ex his ergo divisionem calculi integralis constituere 
poterimus. 



DBFINITIO 3 

13. Calculus integralis dividitur in duos paries, quarum prior tradit metho- 
dum functionem unius varidbilis inveniendi ex data quadam relatione inter eius 
differentialia tarn primi quam altiorum ordinum. 

Pars autem altera methodum continet functionem duarum pluriumve varia- 
Ulium inveniendi, cum relatio inter eius differentialia sive primi sive altioris cuius- 
dam gradus fuerit proposita. 
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COROLLARIUM 1 

14. Prout ergo ftmctio ex data differentialium relatione invenienda vel 
unicam. variabilem complectitur vel duas pluresve, inde calculus integralis 
commode in duas partes principales dispescitur, quibus exponendis duos libros 
destinamtis. 

COKOLLAKIUM 2 

15. Semper igitur calculus integralis in iuventione functionum vel unius 
vel plurium variabilium versatur, cum scilicet relatio quaepiam inter eius 
differentialia sive altioris cuiuspiam ordinis fuerit proposita. 

SCHOLION 

16. Cum hie primam partem calculi integralis in investigatione functio-, 
num unicae variabilis ex data differentialium relatione constituamus, plures 
partes pro numero variabilium functionem ingredientium constitui debere 
videantur, ita ut pars secunda functiones duarum variabilium, tertia trium, 
quarta quatuor etc. complectatur. Verum pro his posterioribus partibus me- 
thoclus fere eadem requiritur, ita ut, si inventio functionum duas variabiles 
mvolventiuin fuerit in potestate, via ad eas, quae plures variabiles implicant, 
satis sit patefacta; undo inventionem eiusmodi functionum, quae duas pluresve 
variabiles continent, commode coniungimus indeque unicam partem calculi 
integralis constituimus posteriori libro tractandam. 

Caeterum haec altera pars in elementis adhuc nusquam est tractata, 
etiamsi eius usus in Mechanica ac praecipue in doctrina fluidorum maximi 
sit USUH. Quocirca cum in hoc genere praeter prima rudimenta vix quicquam 
sit exploratum, noster secundus liber de calculo integrali aclmodum erit sterilis 
ac praeter commemorationem eorum, quae adhuc desiderantur, parum erit 
expectandum; verum hoc ipsum ad scientiae incrementum multum conferee 
videtur. 

DEFINITIO 4 

1.7. Utcrquc de calculo integrali liber commode sMividitur in partes pro 
yradu differentialium, ex quorum relatione functionem quaesitam investigari oportet. 
Ita prima pars versatur in relatione differentialium primi gradiis, secunda in rela- 
tione differentialium secundi gradus, quorsum etiam differentialia altiorum graduum 
o'b tenuitatem eorum, quae adhuc smt investigata, referri possunt. 

LBOHIUIIDI ETOBM Opera omm& In Institutiones calculi integralis 2 
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ergo 



COEOLLAEIUM 1 
liber constabit duabus partibns, in quarum priore relatio 



orumve graduum proponitur. 

COEOLLAEIUM 2 

19 In primi ergo libri parte prima emsmodi fnnctio variabilis x inveni- 

enda proponitur, ut posita ea fnnctione -y et g=^ relatio quaecunque 

data inter has tres quantitates 0, y et p adimpleatur, sen proposita quacun- 

que aequatione inter has ternas quantitates nt indoles functions y sen aeqnatio 

inter x et y tantum, exclnsa p, eruatur. 

COROLLAEIUM 3 

20. Posterioris autem partis primi libri quaestiones ita erunt comporatae, 
ut posito ^=j>, ~ = 2, f| = * etc -> si proponatur aeqnatio quaecunque inter 
quantitates^a;, y, p, \ r etc!, indoles fnnctionis y per x sen aequatio inter a? 
et y eliciatur. 

SCHOLION 1 

21. Quae adhuc in calcnlo integrali sunt elaborate, maximam partem ad 
libri primi partem primam sunt referenda, in qua excolenda Qeometrae impri- 
mis operam suam collocarunt; pauca sunt, quae in parte posteriore sunt prae- 
stita, et alter liber, quern secundum fecimus, etiamnunc fere vacuus est re- 
lictus. Prima autem pars libri primi, in qua potissimum nostra tractatio 
consumetur, denuo in plures sectiones distinguitur pro modo relationis, quae 
inter quantitates x, y et p == -/- proponitur. Eelatio enim prae caeteris simpli- 
cissima est, quando p = -/- aequatur functioni cuipiam ipsius x; qua posita 
= X, ut sit ~ = X sen dy = Xdx, totum negotium in integratione form.ul.ae 
differentialis Xdx absolvitur; huius operationis iam supra mentionem fecimus, 
quae vulgo sub titulo integrationis formularum differentialium simplicium 
seu unicam variabilem involventium tractari solet. Eodem res rediret, si 
^ = dl ae q' aar ^ lir function! ipsius y tantum, quandoquidem quantitates x et 
y ita inter se reciprocantur, ut altera tanquam functio alte'tius spectari possit; 
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haec ergo ad sectionem primam referentur. Sin autem p ^ aequetur ex- 
pression! ambas quantitates x et y involventi, aequatio habetur differentialis 
huius formae Pdx + Qdy = 0, ubi P et Q sunt expressiones quaecunque ex 
x, y et constantibus conflatae. Quanquam autem G-eometrae multum in huius- 
modi aequationum integratione desudarunt, tamen vix ultra quosdam casus 
satis particulares sunt progress!. Sin autem p magis complicate per x et y 
determinatur, ut eius valor explicite exhiberi nequeat, veluti si fuerit 



ne via quidem constat tentanda, quomodo inde relatio inter a: &i y investi- 
gari queat; pauca ergo, quae hie tradere licebit, cum praecedentibus secundam 
sectionem primae partis libri primi occupabunt. Ita ex universa nostra trac- 
tatione magis patebit, quid aclhuc in calculo integral! desideretur, quam quid 
iam sit expeditum, cum hoc prae illo ut minima quaedam particula sit spec- 
tandtim. 

SOHOLION 2 

22. In singulis partibus, quas enarravimus, fieri etiam solet, ut non solum 
una quaedam functio, sed etiam simul plures investigentur, ita ut neutra 
sine reliquis definiri possit, quemadmodum in Algebra communi usu vemt, ut 
ad solutionem problematis plures incognitae in calculum sint introducendae, 
quae deinceps per totidem aequationes determinentur. Veluti si eiusm.odi 
binae functiones y et % ipsius x sint inveniendae, ut sit 

xdy + agadx = et xxdz + Ixycly = cdy, 

hinc novae subdivisiones nostrae tractationis constitui possent. Verum. quia 
hie ut in Algebra communi totum negotium ad eliminationem unius litterae 
revocatnr, ut deinceps duae tantum variabiles in una aequatione supersint, 
hinc tractatio non multiplicanda videtur. 

SOHOLION 3 

23. In secundo libro calculi integrals, quo functio duarum pluriumve 
variabilium ex data differentialium relatione investigatur, multo maior quae- 
stionum varietas locum habet. Sit enim n functio binarum variabilium x et 
t investiganda, et cum (||) denotet rationem eius differentials ad dx, si sola 
x pro variabili habeatur, at (~) rationem eius differentialis ad dt, si sola tf 




^ 

quaadam relatio inter qnantitates *, I > et feM^ p 
tac redit, ut Hno aequatio inter solas q O antrSate f , *, Jj* 
enin, quaHs . sit fun* ipsarum '*" * 



- et , iterum oertae emnt functaes apsorum . et 

dx) * \v j 

futurum sit simili expressions modo 



ergo relations inter has formulas et praecedentes simulque i 
aes I, t et ,, aequatio inter ternas istas .uanfatates solas . et 
L debet. Huiusmodi quaestiones frequenter occurrunt m Mechamca et 
Hydranlica, quando motus corpormn flexibilium et fluidorum mdagatur; ex 
q4 maxime est optandutn, ut haec altera sectio secundi libn calculi mte- 
Llis omni cura excolatur. Neque vero opus erit, ut hanc investigationem 
ad differentialia altiora extendamus, cum nullae adhuc quaestiones smt trac- 
tatae, quae tanta calculi incrementa desiderent. 

LEFINITIO 5 

24. 8i functiones, quae in calculo integrdi ex relatione differentialwm guac* 
runtur, dgebraice exliiberi negueant, turn eae vocantur transcendontcs, qmndo- 
quidem earum ratio vires Analyseos commmis transcendit. 

COROLL1EIUM 1 

25. Quoties ergo integratio non succedit, toties functio, quae per inte- 
grationem quaeritur, pro transcendents est habenda. Ita si formula drflbren- 
tialis Xdx integrationem non admittit, eius integrale, quod ita indicari solet 
CXdx, est functio transcendens ipsius x. 

COROLLAEIUM 2 

26. Hinc intelligitur, si y fuerit functio transcendens ipsius x, vicissim 
fore x functionem transcendentem ipsius y atque ex hac conversione novae 
functiones transcendentes oriuntur. 
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COROLLARIUM 3 

27. Pro variis partibus et sectionibus calculi integralis nascuntur etiam. 
plura genera functionum transcendentium, quorum adeo numerus in infinitum 
exsurgit; unde patet, quanta copia omnium quantitatum possibilium nobis 
adhuc sit ignota. 

SCHOLION I 

28. lam antequam in Analysin infinitorum penetravimus, species quas- 
dam functionum transcendentium cognoscere licuit. Primam suppeditavit doc- 
trina logarithmorum; si enim y denotet logarithmum ipsius x, ut sit y lcc, 
erit y utique functio transcendens ipsius x sicque logarithm! quasi primam 
speciem functionum transcendentium constituunt. Deinde cum ex aequatione 
y = lao yicissim sit a e y , erit x utique etiam functio transcendens ipsius y 
ac tales functiones vocantur exponentiales. Porro autem consideratio angu- 
lorum aliud genus aperuit; veluti si angulus, cuius sinus est = s, ponatur 
<f, ut sit (p = Arc. sin. s, nullum est dubium, quin <p sit functio transcen- 
dens ipsius s 'et quidem infinitiformis; hincque cum convertendo prodeat 
s == sin. (/>, erit etiam sinus s functio transcendens anguli (/>. Quanquam 
autem liae functiones transcendentes sine subsidio calculi integralis sunt 
agnitae, tamen in ipso quasi limine calculi integralis ad eas deducimur 
earumque indoles ita nobis iam est perspecta, ut propemodum functionibus 
algebraicis accenseri queant. Quare etiam perpetuo in calculo integrali, 
quoties functiones transcendentes ibi repertas ad logarithmos vel angulos re- 
vocare licet, eas tanquam algebraicas spectare solemus. 

SOHOLION 2 

29. Gum calculus integralis ex inversione calculi differentialis oriatur, 
perinde ac reliquae methodi inversae ad notitiam novi generis quantitatum 
nos perducit. Ita si a tirone primorum elementorum nib.il praeter notitiam 
numerorum integrorum positivorum postulemus, apprehensa additione, statim 
atque ad operationem inversam, subtractionem scilicet, ducitur, notionem 
numerorum negativorum assequetur. Deinde multiplicatione tradita, cum ad 
divisionem progreditur, ibi notionem fractionum accipiet. Porro postquam 
evectionem ad potestates didicerit, si per operationem inversam extractionem 
radicum suscipiat, quoties negotium non succedit, ideam numerorum irrationa- 
lium adipiscetur haecque cognitio per totam Analysin communem sufficiens 



ir 





censetur Simili ergo modo calculus integral, quatenus integratic > non 

; ,ovl .oJ genus quantit^ transcendentiun, aperit Ken 
uti omnium differential exhiberi possunt, ita vicissim omnium differential 
integralia exhibere licet. 

SOHOLION 3 

30 Neque vero, statim ac primi conatus in integratione expedienda fuerint 
initi, functions quaesitae pro transcendentibus sunt habendae; fieri emm 
saepe solet, ut integrale etiam algebraicum nonnisi per operationes artificiosas 
obtineri queat. Deinde quando functio quaesita fuerit transcendens, sollicite 
videndum eat, num forte ad species illas simplicissimas logarithmorum vel 
angulorum revocari possit, quo casu solutio algeteraicae esset aequiparanda. 
Quod si minus successerit, formam tamen simplicissimam functionum tran- 
scendentium, ad quam quaesitam reducere liceat, indagari conveniet. Ad usum 
autem longe commodissimum est, ut valores functionum transcendentium vero 
proximo exhibeantur, quern in finem insignis pars calculi integralis in investi- 
gationem serierum infinitarum impenditur, quae valores earum functionum 
contineant. 

THEOREM! 

31. Omnes functiones per calculwm integralem inventae sunt indeterminatae 
ac reguirmt determinationem ex natwra quaestionis, cuius solutionem suppeditant, 
petendam. 

DEMONSTEATIO 

Gum semper infinitae dentur functiones, quarum idem est differential, 
siquidem functionis P + 0, quicunque valor constant! C tribuatur, diflerentiale 
idem est = dP, vicissim etiam proposito differentiali dP integrale est P + G, 
ubi pro G quantitatem constantem quamcunque ponere licet; unde patet earn 
functionem, cuius differentiale datur = dP, esse indeterminatam, cum quanti- 
tatem constantem arbitrariam in se involvat. Idem etiam eveniat necesse 
est, si functio ex quacunque differentialium relatione sit determinanda, semper- 
que complectetur quantitatem constantem arbitrariam, cuius nullum vestigium 
in relatione differentialium apparuit. Determinabitur ergo huiusmodi functio 
per calculum integralem inventa, dum constanti illi arbitrariae certus valor 
tribuitur, quern semper natura quaestionis, cuius solutio ad illam functionem 
perduxerat, suppeditabit. 
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COROLLARIUM 1 

32. Si ergo functio y ipsius as ex relatione quapiam differentialium de- 
flnitur, per constantem arbitrariam ingressam ita determinari potest, ut po- 
sito x = a fiat ?/ = &; quo facto functio erit determinata et pro quovis valore 
ipsi x tribute functio y determinatum obtinebit valorem. 

COROLLARIUM 2 

33. Si ex relatione differentialium secundi gradus functio y definiatur, 
binas involvet constantes arbitrarias ideoque duplicem determinationem ad- 
mittit, qua effici potest, ut posito x a non solum y obtineat datum valorem 
ft, sed etiam ratio / dato valori c fiat aequalis. 

COKOLLARIUM 3 

34. Si y sit functio binarum variabilium x et t ex relatione differen- 
tialium eruta, etiam .constantem arbitrariam involvet, cuius determinatione 
effici poterit, ut posito t a aequatio inter y et x prodeat data seu naturam 
datae cuiuspiara curvae exprimat. 

SOHOLION 

35. Ista functionum integralium, seu quae per calculum integralem sunt 
inventae, doterminatio quovis casu ex natura quaestionis tractatae facile de- 
ducitur nequo ulla diflicultate laborat, nisi forte praeter necessitatem solutio 
ad diil'erentialia fuerit porducta, cum per Analysin communem erui potuisset; 
quo casu perinde atque in Algebra quasi radices inutiles ingeruntur. Cum 
autem haec doterminatio tantum in applicatione ad certos casus instituatur, 
hie, ubi integrandi methodum in genere tradimus, integralia in omni ampli- 
tudine oruere conabimur, ita ut constantes per integrationem ingressae maneant 
arbitrariae, neque, nisi conditio quaedam urgeat, eas determinabimus. Oaeterum 
determinatio functionum ipsius x simplicissima est, qua eae casu # = ipsae 
evauescentes redduntur. 

DEFINITIO 6 

3G. Inteyrak completuw exhiberi dicitur, quando functio qiiaesita omni exten- 
sions cum constante arUtraria repmesentatur. Quando autem ista constans iam certo 
modo est determinates, integrate vocari solet particulare. 




COROLLAKIUM 1 

Quovis ergo casu datur unicum integrale completum; integralia autem 
lTfinita 8 exhiberi possunt. Sic diis * 
pletum est * + 0, integralia autem particulars T ^, T *a + l, T + 2 etc. 
multitudine infinita. 

COROLLABIUM 2 

38 Integrale ergo completum omnia mtegralia particular in Be com- 
plectitur ex eoque haec omnia facile formari possunt. Vicissrm autem ex 
integralibus particulars integrale completum non innotescrt. Saepenumero 
autem, uti deinceps patebit, habetur methodus ex integral! particular! com- 
pletum inveniendi. 

SOHOLION 

39. Interdum facile est integrale particulare coniectura vel divinatione 
assequi. Yeluti si eiusmodi functio ipsius x, quae sit y, quaeritur, ut ait 
dy + yyda> = dx + xxdy, liuic aequationi manifesto satisfit sumendo y^=x, 
quod ergo est integrale particulare, quoniam in eo nulla inest constans 
arbitraria; at integrale completum reperietur y - ^p quod illud particulare 
in se continet sumendo 0=cv>. Simili modo sumendo 00 hinc aliud 
integrale oMinetur y = , quod superiori aequationi perinde satisfacit ac 
prius y = x. Omnia autem integralia particularia, quaecunque satisfticiunt, 
contineri necesse est in formula generali y = ^j~, prouti constant! arbitroriuo 
G alii atque alii valores tribuantur; ita sumto (7= 1 fit etiam y == 1. Ploruin- 
que autem evenire solet, ut, etiamsi integrale quoddam particulare Hit alge- 
braicum, tamen integrale completum sit transcendens. Veluti si proposita 
sit haec aeqnatio dy + ydx = dx + xdx, statim patet satisfied posito y = x, 
quod ergo est integrale particulare; verum integrale completum constantem 
arbitrariam C involvens est y = x-\- Ce~" denotante e numerum, emus loga- 
rithmus =1; nisi ergo hie sumatur (7=0, functio y semper est transcendens. 

Haec in genere notasse sufficiat, antequam ad tractationem ipsam calculi 
integralis aggrediamur, quandoquidem ad omnes integration es pertinent; nunc 
igitur forma tractationis exposita ad opus tractandum pergamus. 
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CONSPECTVS 

VNIVERSI OPERIS 

DE 

CALCVLO INTEGRAL!. 



LIBER PRIOR : tradit methodum imieftigandi fun- 
ftiones vnius variabilis ex data quadam rela- 
tione different ialium , continetque duas par* 
tes : 

Par s prior : quando relatio ilia data tantum 
differentialia primi gradus compleditur, 

Pars pofterior: quando relatio ilia data difleren- 
tialia fecundi altiorumue graduum com- 
pleftitur. 

LIBER POSTERIOR : tradit methodum imieftigandi 
funftiones duarum pluriumue variabilium ex 
data quadam relatione differentialium , con- 
tinetque duas partes : 

Pars prior : quando relatio ilia data tantum dif- 
ferentialia primi gradus compledlitur. 

Pars pofterior : quando relatio ilia data differen- 
tialia iecundi altiorumue graduum com- 
ple&itur. 
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CALCVLI INTEGRALS. 

LIBER PRIOR. 



PARS PRIMA 

S E V 

METHODVS INVESTIGANDI FVNCTIONES 

VNIVS VARIABILIS EX DATA RELATJONE QVACVN- 
QVE D1FFERENTIALIVM PRIMI GRADVS. 

SECTIO PRIMA 

D E 

INTEGRATIONS FORMVLARVM 
DIFFERENTIALIVM. 



CAPUT I 

DE INTEGRATIONS FOEMULARUM 
DIFFERENTIALIUM RATIONALIUM 

DEFINITIO 

40. Formula differentiates rationalis est, quando variaUUs x, emus functio 
quaeritur, differentiale dx imiltiptecatur in functionem rationalem ipsius x, seu si 
X designet functionem rationalem ipsius x, haec formula differentiates Xdx dicitur 
rationalis. 

COROLLARIUM 1 

41. In hoc ergo capite eiusmodi functio ipsius x quaeritur, quae si po- 
natur y, ut -^ aequetur function! rationali ipsius x, seu posita tali functions 
= X ut sit -|| = X. 

COROLLARIUM 2 

42. Hinc quaeritur eiusmodi functio ipsius x, cuius differentiale sit 
= Xdx; huius ergo integrale, quod ita indicari solet J*Xdx, praebebit func- 
tionem quaesitam. 

COROLLARIUM 3 

43. Quodsi P fuerit eiusmodi functio ipsius x, ut eius differentiale dP 
sit = Xdx, quoniam quantitatis P+ C idem est differentiale, formulae pro- 
positae Xdx integrale completum est P-f- C. 
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SCHOLION 1 

44 Ad libri primi partem priorem huiusrnodi referuntur quaestiones, 
quibus functiones solius variabilis a ex data differentialium primi gradus re- 
latione quaeruntur. Scilicet si functio quaesita - y et -p, id praestari 
oportet, ut proposita aequatione quacunque inter ternas quantitates x, y ei 
p inde indoles functionis y seu aequatio inter * et y, elisa Mtera p, m- 
veniatur. Quaestio autem sic in genere proposita vires Analyseos adeo rape- 
rare videtur, ut eius solutio nunquam expectari queat. In casibus igitur 
simplicioribus vires nostrae sunt exercendae, inter quos primum occurnt casus, 
quo p functioni cuipiam ipsius a,.puta X, aequatur, ut sit || == X seu dy = Xdx 
ideoque integrate 'y-feda: requiratur, in quo primam sectionem collocamus. 
Yerum et Me casus pro varia indole functionis X latissime patet ac plurmus 
difficultatibus implicatur, unde'in hoc capita eiusmodi tantum quaestiones 
evolvere instituimus, in quibus ista functio X est rationalis, deinceps ad 
functiones irrationales atque adeo transcendentes progressuri. Hinc ista pars 
commode in duas sectiones subdividitur, in quarum altera integratio formu- 
larum simplicium, quibus p = ff functioni tantum ipsius x aequatur, est tra- 
denda, in altera autem rationem integrandi doceri conveniet, cum proposita 
fuerit aequatio quaecunque ipsarum , y et p. Et cum in his duabus sectio- 
nibus ac potissimum priore a Greometris plurimum sit elaboratum, eae fere 
maximam partem totius operis complebunt. 

SCHOLION 2 

45. Prima autem integrationis principia ex ipso calculo differentiali sunt 
petenda, perinde ac principia divisionis ex multiplicatione et principia ex- 
tractionis radicum ex ratione evectionis ad potestates sumi solent. Cum 
igitur, si quantitas differentianda ex pluribus partibus constet ut P + Q E, 
eius differentiale sit dP+dQ dE, ita vicissim, si formula differentials ex 
pluribus partibus constet ut Pdx + Qdx Edx, integrate erit 

fPdx +fQdx fEdx 

* 

singulis scilicet partibus seorsim integrandis. Deinde cum quantitatis aP 
differentiale sit adP, formulae differentials aPdx integrate erit aJPdsc', 
scilicet per quam quantitatern constantem formula differentialis multiplicatur, 
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per earidem integrale multiplicari debet. Ita si formula differentialis sit 
aPdx -f bQdx + cRdx, quaecunque functiones ipsius x litteris P, Q, M 
designentur, integrale erit 

afPdx + bfQdx + cfRdx, 

ita ut integratio tantum in singulis formulis Pdx, Qdx et Bdx sit insti- 
tuenda, ho'cque facto insuper adiici debet constans arbitraria C, ut integrale 
completum obtineatur. 



PROBLEMA 1 

46. Invenire functionem ipsius x, ut eius differentiak sit = ax n dx, seu 
integrare formulam differentialem ax n dx. 

SOLUTIO 
Cum potestatis x m diflferentiale sit mx^dx, erit vicissim 

Cmx m ~' i dx =mfa m - l dx = x m 
ideoque 

Cx m - l dx = -x m ; 
J m 

fiat m \ = n seu m = n + 1 5 erit 

+ 1 et aofda-^ 1 . 



f Ms -.^0 
Unde formulae differentialis propositae ax n dx integrale completum erit 



cuius ratio vel inde patet, quod eius differentials revera fit = ax n dx. Atque 
haec integratio semper locum habet, quicunque numerus exponenti n tribuatur, 
sive positivus sive negativus, sive integer sive fractus, sive etiam irrationalis. 
Unicus casus hinc excipitur, quo est exponens n = 1 seu haec for- 
mula, ^L integranda proponitur. Yerum in calculo differential! iam osten- 
dimus, li Ix denotet logarithmum hyperbolicum ipsius x, fore eius differen- 



^ 
tiale = , nude vicissim concludimus esse 

et / 
J # 

Quare adiecta constante arbitraria erit formulae ^ integrate completum 



quod etiam pro G ponendo Ic ita exprimitur: lex*. 

OOEOLLAEIUM 1 

47. Formulae ergo differentialis ax n dx integrale semper est algebraicum 
solo excepto casu, quo w = 1 et integrale per logarithmos exprimitur, qui 
ad functiones transcendentes sunt referendi. Est scilicet 

. f^ = alx-\-C=lcx a . 
J x 

OOROLLAEIUM 2 

48. Si exponens w numeros positives denotet, sequentes integrationoa 
utpote maxime obviae probe sunt tenendae 

/"* /^ fl /"* fl 

Jadx = ax + G, Jaxdx = --xx -\- C, J ux^lx = a; 3 -|- 0, 
fax*clx = -J a* + (7, faatdx = |- ic ri + C, faofdx = J a;" -f C. 

OOEOLLAEIUM 3 

49. Si n sit nuraerus negativus, posito n == i fit 



unde hi casus simpliciores notentur 

r^ = -_c( r a j x _ a / fflda . _ 

J if x ^ J -rf- ~ 2^ + ' J -^r = ,8 + C, 



3a ,8 



adx -a 

-^ + ^ etc. 
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COROLLAKIUM 4 

50. Quin etiam si n denotet numeros fractos, integralia hinc obtinentur. 
Sit primo n = ~; erit 



undo casus notentur 

= ^xYx + C, faxdxYx = ^x> YX + 0, 
faxxdx Vx = ~y?Vx+ C, fatfdx Yx = ~x i Yx+ C. 

COKOLLARIDM 5 
51. Ponatur etiam n = = ^ : et habebitur 

f4 

Cadx _ 2a x __ ~ _ 2o -\ 
J y x m 2 m,yx m ~ (m~- 

unde hi casus notentur 



, 

/x YSC 

r adx _ 2 a 

j x*% 5x*x 



COBOLLAKIUM 6 
52. Si in genere ponamus n = , fiet 



Ca 
J 

seu per radicalia 



~ 



sin autem ponatur n = ::L ^, habebitur 
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J~~L ^ v-y, X , 

seu per radicalia 

i _ = y x -f- o. 

" 1/0!'" V ft 



SOHOLION 1 



53. Quanquam in- hoc capite functiones tantum rationales tractare 
institueram, tamen istae irrationalitates tarn sponte se obtulerunt, ut per- 
iude ac rationales tractari possint. Oaeterutn hinc quoque formulae magis 
complicatae integrari possunt, si pro x functiones alius cuiuspiam variabilis g 
statuantur. Yeluti si ponamus x = f-\-gs, erit dx=*gds; quare si pro a 



scribamus , habebitur 



0, 
casu autem singular! , quo n = l, 



Turn si sit n = m, net 

f_adfi_ __ a __ |_ 

J (f+ge) m ~ (-iM/'+<^) m - 1 

At posito n -^ prodit 



posito autem n obtinetur 



C ads ' vaif+gts) n 

J ^ --- j_ ~r v. 

(f+g*)' (v 



SCHOLION 2 

54. Caeterum hie insignia proprietas annotari meretur. Cum hie quae- 
ratur functio y, ut sit dy = ax n dx, si ponamus -p = p, haec habebitur relatio 
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p = aaf 1 , ex qua functio y investigari debet. Quoniam igitur est 



ob ax n =p erit quoque 



n + l 



sicque casum haberrras, ubi relatio differentialium per aequationem quandam 
inter x, y et p proponitur cuique iam novimns satisfieri per aequationem 
y^ " ,jj+i _|_ (7. Yerum haec non amplius erit integrale completum pro 
relatione in aequatione y = ^r7 + G contenta, sed tantum parfciculare, quo- 
niam integrale illud non involvit novam constantem, quae in relatioue diflfe- 
rentiali non insit. Integrale autem completum est 



novam constantem D involvens; hinc enim fit 

-aW-jp ideoque y. 



Btsi hoc non ad praesens institutum pertinet, tamen notasse iuyabit. 



PROBLEMA 2 

55. Invenire functionem ipsius x, cuius differentiate sit = Xdx denotante X. 
functionem quamcunq^le rationalem integram ipsius x, seu definite integrale J Xdx, 

SOLUTIO 

Cum X sit functio rationalis integra ipsius x, in hac forma contineatur 

necesse est 

Z= + pas + yx* + do? + ea 4 + ^ + etc., 

uncle per problema praecedens integrale quaesitum est 



4* 



Atqne in genera si sit 



ubi exponentes A, * etc. etiam numeros tarn negatives ,uam 

ficare possunt, dummodo notetur, si fuerit A -1, fore / - **, qm est 

unicus casus ad ordinem transcendentium referendum 



PBOBLBMA 3 

56 Si X denotet functionem quamcunque rationale fractam ipsius x, mefho- 
dum describe, emus ope formulae Xdx integrate investigari conveniat. 

SOLUTIO 

Sit igitur X^~ , ita ut M et N futurae sint functiones integrae ipsius 
X) ac primo dispiciatur, num summa potestas ipsius a> in numeratore M tanta 
sit vel etiam maior quam in denominatore N, quo ca.au ex fractione N 
partes integrae per divisionem eliciantur; quarum integratio cum nihil haboat 
difficultatis, totum negotium reducitur ad eiusmodi fractionem N , in cuius 
numeratore M summa potestas ipsius a; minor sit quam in denomination 1 ! N. 

Turn quaerantur omnes factores ipsius denominate N, tain airnplicoR, 
si fuerint reales, quam duplices reales, vicem scilicet binorum nimplidum 
imaginariorum gerentes; simulque videndmn est, utrum hi factores omnos Hint 
inaequales necne; pro factorum enim aequalitate alio modo ronolutio fi-ac- 
tionis ^ in fractiones simplices est instituenda, quandoquidem ex ningulis 
factoribus fractiones partiales nascuntur, quarum aggregatum fraction! ]>ro- 
positae ^ aequatur. Scilicet ex factore simplici a-{-lx naacitur iractio 

A 



si bini sint aequales seu denominator N factorem habeat (a -f- &a;) 9 > hinc 
nascuntur fractiones 
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ex huiusmodi autem factore (a + &#) 3 hae tres fractiones 

A , B . G 
(a + bxf (a + 6a;) 8 a + <b% 
et ita porro. 

Factor autem duplex, cuius forma est aa 2abx cos. -)- bbxx, nisi alius 
ipsi fuerit aequalis, dabit fractionem partialern 

A + Bce 



aa 2al)x cos. Z 

si autem denominator N duos huiusmodi factores aequales inyolvat, inde 
nascuntur binae huiusmodi fractiones partiales 

. C+Dx 



^a'bx cos. g + ft&za; 3 aa 2alx 



at si cubus adeo (aa 2abx cos. + 'blxxf fuerit factor denominatoris N, 
ex eo oriuntur huiusmodi tres fractiones partiales 

A + Bsc __ + Dx . E + Fx 

' ( rt si . - Ort?i/vi/*-tci f 1 _L 7i Ti /v /vA 2 I 



cos. ^ + 00 xxf (aa 2aox cos.$-\- ooxx)* aa vaoxcos. 

et ita porro. 

Cum igitur hoc modo fractio proposita -^ in omnes suas fractiones sim- 
plices fuerit resoluta, omnes continebuntur in alterutra harum formarum vel 

A , 

vel 



(aa 2a6a; cos. 
ac singulos iam per dx multiplicatos integrari oportet; erit omnium horum 

P fM 

integralium aggregatum valor functionis quaesitae J Xdx=*Jjjdx. 

OOROLLARIUM 1 

57. Pro integratione ergo omnium huiusmodi formularum -^dx totum 
negotium reducitur ad integrationem huiusmodi binarum formularum 



C_Adx , f (A + Bx) d x 

J (a + bxT & J (aa 





(aa Zabx cos. 
dum pro n successive scribuntur numeri 1, 2, 3, 4 etc. 
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COROLLAKIUM 2 

58. Ac prioris quidem formae integrate iam supra ( 53) eat expeditum, 
uncle patet fore 

CA** _ ^Ua, + jfl.) _)_ Const. 
J a + bx b v ' ' ' 



/ 7 7~r \9 ==a iT"! i"*! "i* 

J a -\-lx ba + l)x ' 



7 

( 

r Adx A . n , 

J &+M "" 3J+5S + 0nStl 



et generatim 



_ 

(n 



COROLLAK1UM 3 

59. Ad propositum ergo absolvendnm nihil aliud aupensHt, nm ufc into- 
gratio huius formulae 



C 

J aa 



_ 

(aa 2altc cos. J + bbxx)* 

doceatur, primo qu idem cam . _ 1, turn TOO cmibus ~ 2, . 3, 4 ,, tl , 

SOHOLION 1 



. resillvi 

hums formae 4- V el Imins ^ . . 

uitngralia 



SOHOLION 2 
PWta - e in 



n o 

Hoc autem in Analysi nb iq M postulari 
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solet, ut, quo longius progrediamur, ea, quae retro sunt relicta, etiamsi non 
satis fueriiit explorata, tanquam cognita assumamus; sufficere scilicet hie 
potest omnes factores per methodum approximationum quantumvis prope 
assignari posse. Simili modo cum in calculo integrali longius processerimus, 
integralia omnium huiusmodi formularum Xdx, quaecunque functio ipsius x 
littera X significetur, tanquam cognita spectabimus plurimumque nobis 
praestitisse videbimur, si integralia magis abscondita ad eas formas reducere 
valuerimus; atque hoc etiam in usu practico nihil turbat, cum valores talium 
formularum jXdx quantumvis prope assignare liceat, uti in sequentibus 
ostendemus. Gaeterum ad has integrationes resolutio denominatoris N in 
suos factores absolute est necessaria, propterea quod singuli hi factores in 
expressionem integralis ingrediuntur; paucissimi sunt casus iique maxime 
obvii, quibus ista resolutione carere possumus; veluti si proponatur haec 

formula ~ , statim patet posito x n = v earn abire in - , cuius in- 

l + a: n ' V V n(l + ) 

tegrale est Z(l + 0) = 1(1 + x n }, ubi resolutione in factores non fuerat opus. 
Verum huiusmodi casus per se tarn sunt perspicui, ut eorum tractatio nulla 
peculiari explicatione indigeat. 



PROBLEM! 4 

62. Invenire integrate Jiuius formulae 



J aa 



cos. S + bbccx 



SOLUTIO 

Cum numerator duabus constet partibus Ad at) + Sxdx, haec posterior 
Bxdx sequent! modi tolli poterit. Cum sit 



., 7 v , 11 N C 2a 

l(aa - Zatx cos. Q + Uxx) = J 



multiplicetur haec aequatio per ^ et a proposita auferatur; sic enim pro dibit 

S 
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ita at haec tantum formula integranda supersit, Ponatur brevitatis gratia 



lit habeatur haec formula 

Odx 



r 

J aa 2 abx cos. g 
quae ita exbiberi potest 

J aa sin. g* + (6 a cos. g) 1 
Statuatur 60 - a cos. - a sin. & hincque <to-^^- , unde formula nostra 

J aa sin. g s (l + vvj ~ al sinTg J 1 -f ww 
Ex calculo autem differential! noyimus esse 

/dv i j. ^ * COS- ^ 
== Arc. tang, v = Arc. tang. : z 
1 + D & sm.g 

unde ob 

n Ah + Ha cos. g 



erit nostrum iategrale 



asm. 
Quocirca formulae propositae 



integrale est 

J3 ,/ , <- , 77 \ , j . . , . 

2 ^ K " 2 a6* cos. ^ + l^} + - fl6siu .g Arc. tang, --^-j- 

quiod ut fiat completum, constans arbitraria G insuper addatur. 

COEOLLAEIUM 1 

63. Si ad Arc. tang. x ~ B f n T' addamus Arc. tang. |, quippe qui in 
constante addenda contentus concipiatur, prodibit Arc. tang. _"! " ^ sicque 
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habebimus 

f 
J aa 



cos 



2 abx cos. 

5- i T. 7 \ , Ab + BacoB. . , 6 a; sin. 

. -f- ooxx) -\ -- TT^-^T Arc. tang. - =- - 
a ' ' ' 



TTVT 
266 v 

adiecta constante C f . 

COROLLAEIUM 2 
64 Si vellums, ut integrals hoc evanescat posito x = 0, constans C f sumi 

"7> 

debet =-^^^ sicque fiet 



J aa 



abx cos. 



cos. C + a;a; . + a cos. , 

_._ j - --- L. - _ . - _ - j(l.rC. 

66 a 



Pendet ergo hoc integrals partini a logarithmis, partim ab arcubus circulari- 
bus seu angulis. 

COROLLAEIUM 3 
65. Si littera B evanescat, pars a logarithmis pendens evanescit fltque 



( Adx _ _ A Arc 

J aa ' 



_ 
%al)x cos. g + 66a; a 6 sin. ' 'a 6a;cos. 

sicque per solum angulum definitur. 

COKOLLAEIUM 4 
66. Si angulus ? sit rectus ideoque cos.^=0 et sin.^ = l, habebitur 

, ^ Arc. tang. ^ + C; 
^ & 



s 



66 a 

J "I/O 

i angulus C sit 60 ideoque cos. ^ = y et sin.^ = Y erit 

.B l/(aa-a6a; + 66a;a;) 2J.6 + -B^ 6a;]/3 



/ (^L + Jg^)da; = .B ? l(aa-a6a; + 66a;a;) 2 
J aa-abx lbscx 66 a 



2o 
LEOHHABDI ETJLEBI Opera omnia 111 Inatitutionea calculi integralis B 



At si ?-120 ideoqne .? T et 

yt Arc. 



/:. 

SCHOLION 1 

67 Omnino Me notatu dignum evenit, quod casu - 0, quo denominator 
flfl-aate + Hsa fit quadratum, ratio anguli ex integral.! discedat. Posito 

i 5- a -4. ovit rnq ?" 1 et sin. 'C = 'C', uncle pars logarith- 

enim angulo infinite parvo erit cos. ;^i e^bm. i, bl i (AZ> -h la)e 

mica fit Z - et altera pars -^ 6 yj~-- Arc. tang. -~~ & ,,,==== rtb(tt _ ^ 
quia arcus'infinite parvi ^ tanganB ipri est aequalis, Bicque liaec pars lit 
algebraica. Quocirca erit 



, L* 4. Const., 
~ - 



J ( a _6a;) 2 6Z> 
cuius veritas ex praecedentibus est manifesta; est eniiu 

-S 



lam vero est 

/ r r = TT l((l &flj) y-f Itt = yi' i i 

Jl)(a~-bx) ob ^ ' \)b uu a 

Al> + Va ^(Ab~\-tta)x 
abb ab(a~-lijr.) 

siquidem. utraque integratio ita determinetur, ut casu x -() iutc.gnilia 
evanescant. 

SCHOLION 2 

68. Simili modo, quo Me usi sumus, si in formula dill'erontiali i'nicta 
^- summa potestas ipsius x in numeratore M uno gradu minor nit quani 
in denominatore N, etiam is terminus tolli poterit. Sit enim 

M = Ax n ~ ' -j- Bx n ~ 3 + Co?- " + etc. 
et 

3 + etc. 
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ac ponatur ^- = dy. Cum iam sit 



~ 3 d% -f- etc., 
erit 

"- 3 + etc.), 



M 



J5 - Z --. + c - I ar- + etc. 

^ ^ net, 1 ' ' 



quo valore inde subtracto remanebit 



Quare si brevitatis gratia ponatur 



obtinebitur 

v _i Y " i I , , /i ._ 1 i _ _,n 9 i .fi -_$ ^. 3 [^ Q-{-/i / 



N 



Hoc igitur modo omnes formulae differentiales fractae eo reduci possunt, ut 
summa potestas ipsius x in numeratore duobus pluribusve gradibus minor 
sit quam in denominatore. 



PROBLBMA 5 

69. Formulam integralem 



r 
J 



(a a 2 abx cos. j 
aci aliam similem reducere, ubi potestas denominatoris sit uno gradu inferior. 

SOLUTIO 
Sit brevitatis gratia aa 2abx cos. ^ + b1)xx= X ac ponatur 



r( 
J 



36 
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Gum ob 

g - . . 

X s X n+1 X" 

ideoque 

habebimus 



lam in formula priori litterae C et D ita defmiantur, ut numerator per 
fiat divisibilis; oportet ergo sit == ZnDXdx, unde nanciscimur . 

A ~\--2nCal cos. ^ = 2nDaa 
et 



sen J5 2nCbb == 2nDab cos. ^ hincque 



cos. 
at ex priori conditione est 

A 2nCa& cos. 



quibus aequatis fit 

s. t, 2n Calb sin. ? 3 = 



seu 

_ J3a + J.& cos. 
= 2a6JsIiLg F ' 
unde 

-n t> /-T77 Sa sin. 8 J5a J.& cos. ^ J.S cos. 

.D &n(j(JO = - -. TS -- = - ; ;- 

a sm. g'' a sin. 

ita ut reperiatur 

,-. _ Ah Ba cos. 



2aa& sin. 
Sumtis ergo litteris 



(7 = -. , jrj _ 

~~ 



_ _ 

2 o 6 6 sin. a ~~ 2MaaFsinT"g T 
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erit 

dx 



ideoque 

r( 
J 



sive 

/(A -f- Bosjda; Baa Aab cos. g-f (Abb -\-Bab cos. i 
X n "^~ 1 Stnaabb sin, g 2 X" 

f- Sa cos. g) /"die 

_ f 

f*2 "V"w 



Quare, si formula constet, etiam integrals hoc J-f assignari 
poterit. 

COEOLLA.RITJM 1 
70. Cum igitur manonte X=aa 2alx cos. -j- &&CKO; sit 



/t?a; li 6 sin. , n / 

^F == 7-r s Arc. tang. - 7 -- ^ + Const. , 
X ab sin. g a 6 a; cos. 

erit 

/J. 



cos. 



, Ab + Bacoa. t . , 6 sin. g . ,-, , 

j_ JE . Arc. tang. - 5 - --^ + Const. 
' 2 3 66 sin. 3 & a 6 a; cos. g 

Ideoque posito I? = et ^t == 1 fiet 

y'da; a cos. g + Zi* , 1 A & sin. g ~ , 

TT^ = " ' _L -_ __ Arc. tang. - -= ------- ~-r + Const. 

X 2 '2aal}ain..t?X ~ 2 8 &sm.g 8 6 a 6 a; cos. g 

Integrate ergo y^i^-~ logarithmos non involvit. 

OOEOLLABIDM 2 
71. Hinc ergo cum sit 

i'dx acos.Z + 'bx , 3 __ fdx . r 
J X s = l^rarpZ 5 " + 4 a a sin. g 8 J X 2 "*" ' 









erit ilium valorem substituendo 

, , 7 N 1 Q & 

J -oo !: 6ft. 3j^i+ M + -A Arc. tang. 

4 - 



r d 
J X 

hincque porro concluditur 
/to 

J r* 



60; sin. 



COROLLARIUM 3 
72. Sic ulterius progrediendo omnium Miusmodi formularum integralia 

obtinebuntur . 

dx Cdx . 

6 ' 



quorum primum area circulari solo exprimitur, reliqua vero praeterea partes 
algebraicas continent. 

SCHOLION 

/* (I V P 1 / ("" ~T ^ *^/ ^ Po ri 1 n 

73. Sufflcit autem integralia J^ nosse, quia formula J +i - lacue 
eo reducitur; ita enim repraesentari potest 

; -f- ZBbbxdx 2Bal)dx cos. g + 2 Babdx oos_.J 



26& t 

quae ob Zlbxdx Zabdx cos.? = rfZ abit in hanc 
J_ T^MX 1 



At 

unde habebitur 



f(A + Bx)dx _ S , Ab+Bacas.t C dx 
J X^ 1 ~ 2M&&X" "> ~~6 J X n + i ' 

/* /? "JT 

unde tantum opus est nosse integralia J^i, quae modo exhibuimus. 
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Atque haec sunt omnia subsidia, quibus indigemus ad omnes formulas 
fractas -^ dx integrandas, dummodo M et N sint functiones integrae ipsius x. 
Quocirca in genere integratio omnium huiusmodi formularum J Vdx, ubi V 
est functio rationalis ipsius x quaecunque, est in potestate; de quibus 
notandum est, nisi integralia fuerint algebraica, semper vel per logaritnmos 
vel angulos exMberi posse. Nihil aliud igitur superest, nisi ut hanc 
methodum aliquot exemplis illustremus. 

EXEMPLUM 1 

74. Prqposita formula differentiali ^j^~r~ definire eius integrate. 

Gum in numerators variabilis x pauciores habeat dimensiones quam in 
denominatore, haec fractio nullas partes integras complectitur. Hinc deno- 
minatoris indoles perpendatur, utrum habeat duos factoxes simplices reales 
necne, ac priori casu, num. factores sint aequales; ex quo tres habebimus 
casus evolvendos. ' 

I. Habeat denominator ambos factores aeqiialea sitque == (a + I a?) 2 et 
fractio >x"r resolvitur in has duas 



undo lit 



J (a -\-lxf 
si integrale ita determinetur, ut evanescat posito x = 0, reperitur 

/\A-\-Bx)dx __ (Alt So) x , B -, a -\- bx ^ 
(a + 'bx)* a&(a + 6aO && a 

II. Habeat denominator duos factores inaequales sitque proposita haec 
formula A ~t%~~- . dx et haec fractio resolvitur in has partiales 

(a -\- ox) (f -\- (1%) 

Ab .7?a Ax , Ag^-Bf _ das 

~lf^"ag ' "a + Tx ~^~ "ag -lf'f+gx' 

unde obtinetur integrale quaesitum 

T ( A + ^?l^L = A1} - Sa i a ^ i A g~ s f i f+JW _i_ Const 
J(a + la)(f+gie) l)(bf-ag] ' a ^ g(ag~W} f 



r 

J X s 
hincque porro concluditur 



COBOLLARIUM 3 

78. Sic ulterius progrediendo omnium huiu^li forw.il.rt.rn inl 
obtbiebmtur .^ ,, 



,, 

> <> ^ 

quorum primum arou circnlari solo ,mmitar. roli,,a v,,-,, ,,-a,t, r ,u purf-H 
algebraicas continent. 

SCHOLION 

73. Sufficit autem integmlia/^, UHH, quia turnml^l { ;./;; " fariln 
eo reducitnr; ita enim repraesentari potesi, 



A'"* 1 

quae ob 'Zb'bx&ft 2ald<a CQH.'C, = dX alitl in hiutr 

9&&J X +1 "'~ b.l X"* 1 

At 

X 1 



unde habebitur 

unde tantum opus eat nosse integralia J J^ t , qua** racwlo fxhibuimu. 
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Atque haec sunt omnia subsidia, quibus indigemus ad omues formulas 
fractas ~ dx integrandas, dummodo M et N sint functiones integrae ipsius x. 
Quocirca in genere integratio omnium huiusmodi formularum J Vdx, ubi V 
est functio rationalis ipsius as quaecunque, est in potestate; de quibus 
notandum est, nisi integralia fuerint algebraica, semper vel per logarithmos 
vel angulos exhiberi posse. Mhil aliud igitur superest, nisi ut hanc 
methodum aliquot exemplis illustremus. 

EXEMPLUM 1 

74. Proposita formula differential Jl.'L'^r^ definire eius integrate. 

Cum in numeratore variabilis x pauciores habeat dimensiones quam in 
denominatore, haec fractio nullas partes integras complectitur. Hinc deno- 
minatoris indoles perpendatur, utrum habea,t duos factores simplices realea 
necne, ac priori casu, num. factores sint aequales; ex quo tres habebimus 
casus evolvendos. ' 



I. Habeat denominator ambos factores aequales sitque = (a + &^) 2 et 
fractio -f resolvitur in has duas 



uncle fit 

r(ABx)d* _ _Ba-A* B 
J a + tx* ll( 



U 
si integrale ita determinetur, ut evanescat posito 23 = 0, reperitur 

f(A 
J ""o 



B ,a + l)X 
1)1) a 



II. Habeat denominator duos factores inaequales sitque proposita haec 
formula ,^t/f'r ~^dx et haec fractio resolvitur in has partiales 

(a -j- -- 



lfag 'oT+fca;^ ag-lf f+gx' 
unde obtinetur integrale quaesitum 

, a, + l)x , Ag -Bf l ry* + Oon8t< 
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Ponatur 



ut integrale fiat 

m^-l * 2- 2X 'L,"! ; l,,i" v ; 

erit ergo 



fl]T 



III. Sint denominatoris factores simplices sunbo imaginarii, ([iio casu 
formam habebit aa 26a; cos. ?+&&*; qui casuH cnm supra | i!-I| lain sil, 

tractatus, erit 

r 
J aa 



cos, 

_B 7 ]/(aa 2alx cos.^j-Hxx) . Al) + JiaMs.%. , />.< nin. 

...... ...... < ' 



COEOLLARIUM 1 
75. Casu secundo, quo fa et <j*= i>, eril, 

J aa llxx ~266 aa ' 2/ . 
Mnc seorsim sequitur 

/Ad x A. , a -)- />.)' 
a - 6 6 M ^ 2 6 a 6s;'' f "' 

et 



266 



GOROLLiRIUM 2 
76. Casu tertio, si ponamus cos.^0, habemun 



/(--.. )"""___ ^i jMaaj-ofJ.r.'iij ^ ^ 

aa + 66a;a! 6 6 a r " i Arc. tang. j - (7 
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hincque singillatim 

/Adx A . , ~bx , 
TTT = ^ Arc. tang. 4- 
aa-\-bl)xx ab s a ' 



aa-\-b~bxx aJ> 
et 



Bxdx I? -, Y(aa + llxx) . 

aa + blxx 11) a ' ' 



ESEMPLUM 2 



77. Proposita formula differentiali ^ i.^ , sigyidem ewponens m 1 
s^ g-Mawi , integrate definire. 

In capite ultimo Institutionum Calculi Differentialis 1 ) invenimus fractiones 

wi - 1 

simplices, in quas haec fractio ",n resolvitur, sumto n pro mensura duorum 
angulorum rectorum in hac forma generali contineri 



2 sin. = sin. = _ 2 cos. ~ (a- cos. 



n l- 



ubi pro 7c successive omnes numeros 1, 2, 3 etc. substitui convenit, quoad 
2/c 1 numerum n superare incipiat. Hac ergo forma in dx ducta et cum 
generali nostra 



aa 
compara,ta fit 



a==1> j_! ?= 



n 

et 



, 2 . (2/c i)it . (2/c lW . 2 (2/c l)?c m 

yi = - - sin. ^ sin. cos. cos. 

n n n n n n 



A 2 (m l)(2ft 1)* , 

sou A = cos. et 



2 

B == cos. 

n 



l) L. EULERI Institutioncs calculi differentials cum eius usu in analysi finitorum ac doctrina 
serierum, Petropoli 1755; LEONHARDT EULERI Opera omnia, series I, vol. 10; vide partis posterioris 
417, exemplum 1. L. S. 

LBONHABDI EULEBI Opera onmia 111 Institutionea calculi integralis 6 
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un.de fit 



v 2 . 

cos. = sm. -- -- sin. 



n n n 



ac propterea huius partis integrale erit 

2 m(2Jt l) re ,-,// 
-- cos. 51 - / L/ 1 2 a? cos. 
. r \ 



sin _ 



. (2fc l)w 
!-!)* * Bm ' ^ 



-1 OJ.U.. XXJ.U. UOU-lK. V 07 i\_ 

M W 1-0008.^=-^ 

w 

Ac si n sit numerus impar, praeterea accedit fractio ^fqr^p cuius integrale 
est zf-^l + B)) ubi signum superius valet, si m impar, informs yero, si in 
par. Quocirca integrale quaesiturn. j~ l _< n - sequent! modo exprimetur 

.. _ * 

9 . ^ / / ^ \ 9 AM Tf* " " 

cos. I V(l 2 a; cos. 1- o;a/| -I sin. Arc. tang. 

n r V w y w w 



n n - 

. 3 



2 SJMS ,T /A ... Ssr , \ , 2 . 

_CQS. II//1 " \ , - 

w n 



Ssr . \ , 2 . SOTJI; , , *sm. 

1 2 a? cos. ----- f- a; a; ) H sin. - Arc. tang. --- ........ - ., 

n / n M ^ 8* 

x 1 a; co s. 



6 

2 Smrty-i/A 5rt . \ . 2 . 5m . , iBsln ' M 
-cos.- r ( |/ 1 1 2x cos. 1- osx i -\ sm. Arc. tang. r 

1 as cos. ''* 
7mar,T/A in . \ . 2 . 7w, . . a; sin.-- 



1 003. IH! I ]/(l - 2 os. 15 + ) + i d.!5- Arc. tang. . 



. 

1 a; cos. - 
n 

etc. 



secundum numeros impares ipso n minores; sicque totum obtinetur integrale, 
si ti fuerit numerus par, siia autem n sit numerus impar, insuper accedit 
haec pars -l(l + <c], prout m sit numerus vel impar vel par; unde si 
m=l, accedit insuper + 1(1 -(- a;). 
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COBOLLAKIUM 1 

78. Sumamus w = l, ut habeatur forma f~ 
ipsius n adipiscimur 



et pro variis casibus 



m - 



f 



i + ) 



9 w 

| sin. - Arc. tang. 



1 a;cos. 



* ' 3 



l (i + 





2 it 7 n/A 

f*/~\Cl / 1 / 1 1 

T T K\ 


n. 




. 2 . 

4- ~ sm. 

4: 


- \ v(* Til n ff 


XXJ.V* UCl;JLLt^ 

4. u ^ ?t 






1 iBCOS.-r- 


TV / ..--'-- ' 

J l+x* 


2 3* 7l /A 
4 -COB. T J]/(l. 


4 
o 3^ , \ 

2 a; cos. . 4- xxj 






. 3 




, 2 . 
4- sin. 

a. 


'? JT "" ^ 11 " 1 " ~J~ 

~- Arc. tang. 8 ~ 




1 a; cos. -7- 

4 




2 ,-i/A 

- 5 cos.^]/(l- 


- 2 a; cos. -^- 4- icon 






* 






a; sm. - 




-|- -- sin. 


A T*/^ "f TTl O" 


arc. ra,ng. --- x 






lxnos.-^- 


y. C.*!L 

J 1 + a; 5 


2 3 it , -, /A 

6 -coB. T zy(i- 


5 

r, 3* i \ 
2#cos.-~ -\-xy>\ 




, 2 . 
+ T sm. 


\ -M/i TlYlfT 1 / (1 I T* I 


Ji.rU. UclLLg. . | ^ fr^J. -j- X^ 




6 1 a; cos. --- 

5 





6* 
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VI, 



C dx = 
' J l+x* 



- }cos.f 






a? sm. -v- 



- sin. -- Arc. tang.- 



1 #cos. - 



s, 



-f- 1- sin. -^ Arc. tang.- 



. 3* 
x sm. -5- 

O 

1 a; cos. - 



sin. -^ Arc. tang. - 



.-jr 

6 



6 6 



1 cos. : 



COEOLLAEIUM 2 

79. Loco sinuum et cosinuum valores, ubi commode fieri potest, substi- 
tuendo obtinemus 



da; 

1+iC 3 



Arc. tang. 



seu 



Deinde ob sin.~ 

4 



cos. - 



1 

V* 



- = - cos. fit 



-XX 



turn yero 



,/r 



2/3 
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EXEMPLUM 3 

80. Proposita formula differentiali ^~~i- , siguidem exponens m 1 sit 
minor quam n, eius integrate definire. 



a;"'- 1 



Functionis fractae j -^ pars ex factore quocunque oriunda hac forma 
continetur 



O oJv, 



n (l- 2x001. -~+'xx) 
quae cum forma nostra ^-^-^-- comparata dat 



n 
Lincque 



i, , n c, 2 . . 

Al> jtf a cos. C = -- sm. sm. 

n n n 



Ex quo integralo liinc oriundum erit 

2 2/ewwr , i // H ,, '2'kit . \ . 2 . 2/cmjt . , 

cos. / [/ 1 1 2x cos. - xx ) H sm. Arc. tang. 

11 n < \ n J n n 



1 , 

J. C COS. --- 

n 



ubi pro A succeesive omnes numeri 1, 2, 3 etc. substitui. debent, quamdiu 2k 
minor out quam n. Accedunt insuper liae ex fractione n(1 _"\ et, si n est 
nnnio.rus par, ox Irsictio'iie "' ", . oriundae integral! s partes --/(I a;) et 
-| : l(l~\-x), ubi Higuum superius valet, si m est par, inferius vero, si m impar. 1 ) 

1) Editio princops: ul>i pro 'k successive omnes numeri 0, 1, 2, 3 etc. sultstiiui debenl, guamdiu 
2/c mm mpnrat n. Ai msu /c=0 fit inleyralis pars 1(1 x): ct guando n est numcrus par, 
ultima pars orilur ex 2 k = n, quae ergo erit 

- * oos. *!]/(! + ^ + *)-- ^ 



rr/o si csi par erit COH.MI = + 1 * s * m impar, fit cos.irt = 1. Quooirca . . . 

Correxit L. S. 
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Quocirca integrate ff- hoc modo exprimitur 



x sin. 



1 re cos. 



n n r n n ixoos. 

n 

. 6 
X sin. 



-. . 

n n " \ n / n n 1 

n 

etc. 

COROLLARIUM 

81. Sit w = l et pro ^ successiye numeri 1, 2, 3 etc. substituantur, ut 
nanciscainur sequentes integrationes 

L 



x 



TT 

IL 



2.2* 

sin - 



/"da; 1,,. v 2 SsijT//. _ SJE 

J IZ^J = - jK 1 - *) - JCOB.-^]/^ - 2fl!COS. 



4 
. 2* 



2 2 jt .</ QJJJ.. - T ^ 

T sin. Arc. tang. *^ + y Z (1 + 

1 a; cos. -7- 

4 
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v C dx 

71 <r f> 

(X JL ^^ M 


1(1 x \ ? ma 2jr 71/Y-i o, 23r i ^ 


5 \ ^J * ; oos - r * y II 4#cos. \- XX] 
o o r \ 5 / 

2 . 2jE a; sin. - 
+ ~r sin. Arc tan" 1 v 


5 5 "& gji! 
1 a; cos. - 

o 

" r \ ^ / 
^ "J / 

2. /yi Qin 
4?r . . *siu. -T- 
+ frni, Arr tan" 


& 5 e ' 4* 
1 x cos. - 



/rfa: 
1 T^ 



^- 

H*i ^ Jt- i i 

BUL Arc. tang. 



a; BID.. 



=- 

A 

6 






1 a; cos. 






20(508. 



* ' 6 
1 a; cos. - 



4^ r 1 

in. --- Arc. tang. + - R -l(l + x) 



EXEMPLUM 4 

82. Proposita formula di/Jcrantiali - ----- - -- - --~ existente n > m 1 

1 I- aj 

VMS inlct/rak dr./inire. 

Ex oxomplo 2 patet integralis partem quamcunque in genere esse, 
Hinuto i pro numoro quocnnquo impare non maiore quam n, 



"2 imn , , /(.. ,. ix . \ , 2 . imx . , a;sin.-- 

~ coa. '"-- n/(i~'2a;cos. + 0533)- sin. Arc. tang. - 

. n n } \ n / ' 5 i-aooa/- 



cos. 



' y(l 2 a; cos. *- + ccx) -\ sin. ' l -^^l~ Arc. tang. 



ITt 

x sm. 

n 



. a; cos.- 
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Yerum est 



et 



unde partes logarithmicae se destruent, eritque pars integralis in genere 



in 

X Sin. 

4 . iinit . , n 
- sin. -^- Arc. tang. - - 

n n 1 x cos. 



Ponatur commoditatis ergo angulus ^ == co eritque 



//^m-i-Lr"-" 1 - 1 ^* 4 . , a; 

^ >. = + - sin. mco Arc. tang. - 
l-l-ajn i n 1 



X COS. 05 



4 . _ . , x sin. 3 ca 

+ - sm. 3mo, Arc. tang. ^ 



4 . . ii # sin. 5 co 

-| sin. owco Arc. tang. 

VI J- 



- a; cos. to 



, 4 . . i , xsm.i(a 

A sm. *mw Arc. tang. 

n 1 a; cos. 



IK) 



sumto pro i maxirno numero impare exponenteni n non excedente. Si ipse 
numerus n sit impar, pars ex positione i n oriunda ob sin. mn = eva- 
nescet. Notetur ergo hie totum integrale per meros angulos exprimi. 

COEOLLABIUM 

83. Simili modo sequens integrale elicitur, ubi soli logarithmi relin- 
quentur, manente ~ == u>: 
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C(x m ~ l ~ >'-'- i)fcB 4 

J " ....... " i + ce n~ = - cos. mtolV(l 2x cos. co + 00) 



- cos. 3ww 2 1/(1 2ce cos. 3co + ) 
cos. 5ma> I Y(l 2x cos. 5co + xx) 






4 , 

- cos. imw I K(l ~ 20 cos. ioi -4- 00). 

IV S * / 

donee scilicet numerus impar i non superet exponentem n. 

BXEMPLUM 5 

84, Proposita formula differentiali 7_f a T'"'- existente n>m l eius 
integrals defmira. 

Ex oxemplo 8 integralis pars quaecunque concluditnr, siquidem brevi- 
tatis gratia * <= cw wtatuamus, 

COM. 2 A w w / ]/(! 20 COB. 2/cco -I- 00) 4- - 2 - sin. 2/umco Arc. tang. fl;sm ' 27c 
" w 1 * cos. 2itco 

I "" ^) // \ I \/f"i O C> 7 ' N * 



1 

At est 

C,OH. 2/i'( ~- w)to = cos. (2 /err 2/cmco) ==. cos. 2/cmco 



wn. 



undo lnta, pars gonoralia abit in 



4 . ,, , - , x sin. 27oa) 

Bin. 2 Aw co Arc. tang. --- .................... 7T 

1 ,* cos. 2 



w 
quaro liinc ista intogratio colligitur 

i'(x m ~ l x n ~'"~ l }dx . 4 i , a; sin. 2o 

/ l ; = -- - sin. 2inw Arc. tang. - --- 

,/ i ....... x" n 1 ajcos.2(D 



4 . 



, . . , , . 

sin. 4m (o Arc. tang. - -- - 
1 n 1 a; cos. 4 o 

. 4 . . , a; sin. 6 co 

sin. 6wco Arc. tang. - - ~ 
1 w 1 acos.Gra 



numeris paribus tamdiu ascendendo, quoad exponentem. n non superent. 

LKONIIAIIDI Eur.ni Opera otnnia Tit Instifcutiones calculi integralis 7 
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COROLLAEIUM 
85. Indidem etiam haec integratio absolvitur manente -|- = a> 

r(x m - i + x n - m - 1 ')da; _ ^ , ^ _ . 
J l-x n n \ ' 

-- cos. 2ma)lY(l 2#cos.2co + xx) 

VI 



cos. 

IV 

- cos. 6mcoZl/(l 2xco8.Qo) + xx~), 
ubi etiam numeri pares non ultra terminmn n sunt continuandi. 

EXEMPLUM 6 
86. Proposita formula differ entiali dy= , . f - jr eius integrak invenire. 

SC ^J. "*p C) (1 ~~ Q3 j . 

Punctio fracta per dec affecta secundum denominatoris faotores est 

l 



quae in has fractiones simplices resolvituf 

I_l i 1___L____J__ i __L_ i _JL 

a; 8 a; 8 ^ re 4 (1 + a;) 8 8 (1 + a!) "^ 8 (1 - ) ^ 4 (!+ 
unde per iategrationem elicitur 



+ - 1 (1 + oja;) -|- j Arc. tang, a;, 
quae expressio in hanc formam transmutatur 

" 
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SCHOLION 

87. Hoc igitur caput ita pertractare licuit, ut nihil amplius in hoc 
genere desiderari possit. Quoties ergo eiusmodi functio y ipsius x quaeritur 
ut ^ aequetur function! rational! ipsius x, toties integratio nihil habet diffi- 
cultatis, nisi forte ad denominatoris singulos' factores eliciendos Algebrae 
praecepta non sufficiant; verum turn defectus ipsi Algebrae, non vero 
methodo integrand!, quam hie tractamus, est tribuendus. Deinde efciam 
potissimum notari convenit semper, cum g. function! rational! ipsius * 
aequale ponitur, functioned y, nisi sit algebraica, alias quantitates transcen- 
dentes non involvere praeter logarithmos et angulos; ubi quidem observan- 
durn est hie perpetuo logarithmos hyperbolicos intelligi oportere, cum ipsius 
la> diffei-entialo non sit =,-*., nisi logarithmus hyperbolicus sumatur; at 
horum reductio ad vulgares est facillima, ita ut hinc applicatio calculi ad 
praxin null! impodimonto sit obnoxia. Quare progrediamur ad eos casus, 
quibus formula ^, functioni irrationali ipsius x aequatur, ubi quidem primo 
notondum ost, quoties ista functio per idoneam substitutionem ad rationali- 
tateni itorduci potorit, casnm ad hoc caput revolvi. Veluti si fuerit 



, 
1 + YOU 

ovidciiH oHb ])()iion,(lo ;/'-==/, undo lit dx = 6s r 'd0, fore 



idooquo 



- 6 + --, 

' 



undo ii 

y - ........ ^" -|~ y 7 + " - if -I- 2*" 6 e + 6 Arc. tang, z 

et roatituto valort! 

y = JJ a; ^ -|- 1 a, fa- + a; _ i frc 5 + 2 !/ : ~ 6 f a + 6 Arc. tang, fa; + 61 



CAPUT II 

DE INTEGfEATIONB FORMULAEUM 
DOTEEENTIALIUM IERATIONALIUM 

PROBLEMA 6 

88. Proposita formula differentidi dy = - -^~ --- - em integrate in/venire. 

f ' " ! 



SOLUTIO 
Quantitas a + /3a? + /ajo; vel habet duos factores reales vel secua. 

I. Priori casu formula proposita erit huiusmodi 

, dtc . 

y 

statuatur ad irrationalitatem tollendam 

( 
erit 



lggg 
et 



unde fit 



Quare si litterae I et # paribus signis sunt affectae, integrate per logarithmos, 
sin autem signis disparibus, per angulos exprimetur. 
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II. Posteriori casu habebimus 



dy dx 



Y(aa ~ 2 also cos. g + llxx) ' 
statuatur 

bbxx 2a6sccoB. + aa == (bx asf; 
erit 



et 

-4L^. ** * 

et 



ergo 

^-6(00^-,)- et 

At est 



ideoque 

7/ = 1 / ffi cos, g 6a; + ]/(aq 2 a6a; cos, g j-j5a;ig) 



6 
vol 



?/ = 6 ^ ( a COB. -|- 6 + V(aa 2alx cos. + &6a;aj)) + 6 T . 



OOEOLLAJHUM 1 

80. CaauB ultimus latins patet et ad formulam 

. dx 

fLftl z; __________ ...... _____ ....... _~.~_ ________ 

]/(a-|- f!x -\-yxx) 

accomraodari potest, dummodo fuerit y quantitas positiva; namque ob b 
et a cos. 'C = " ; oritur 



o 

|/y \ 2 
sea 

1 



= ! (- 1 - /^ + y + Vy ( + ^ + yxvj) 4- c. 

\2 / 
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OOEOLLARIUM 2 f 

t 

90. Pro casu priori cum sit [ 



/J*_._1.J&^ et /1M1 * Arc. 
J -l t g-nfo J g + bg Vffl 



__. 

t f fog yg-n 

habebimus hos casus 



r 

J a 



+ lx) (f+gx) 

. i G 



_ 

x) fog 

f Ax _ J_ z VgQx_- a) + fo(l<e-f) , (] 

Jy^x-^x-f} fog yg(bx-a}-yi)(gx~f) 

(>. !G l j_ c 



Arc. tang. + G 
* 



- -- Arc. tang. _- + C. 
fog & 



COEOLLAEIUM 3 

91. Harum sex integrationum quatuor priores omnes in casu Corollarii 1 
coutinentur, binae autem postremae in hac formula 

<*y- . ** 



continentur; sit enim pro penultima 

afa, ag 
unde colligitur 

' y - 4- Arc. tang. 
VV 

si scilicet ille arcus duplicetur. -Per cosinum autem erit 
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cuius veritas ex differentiatione patet. 

SCHOLION 1 

92. Ex solutione huius problematis patet etiam hanc formulam latins 
patentem 



si X fuerit functio rationalis quaecunque ipsius a>, per praecepta capitis 
praecedontia intograri posse. Introclucta enim loco x variabili #, qua formula 
radicalis rationalis redditur, etiam X abibit in functionem rationalem ipsius g. 
Hem adhuc generalius locum habet, si posito ]/( + fix -}- yxoz) == u fuerit X 
functio quaecunqtio rationalis binarum quantitatum a? et u\ turn enim per 
substitutionom adliibitain, quia tarn pro x quam pro u formulae rationales 
ipsitiH Hcrilmntur, prodibit formula differentialis rationalis. Hoc idem etiam 
ita ommciari potent, ut dicamus formulae Xdx, si functio X nullam aliam 
irrational om praotor '!/(-]-/? x -\-yxx) involvat, integrale assignari posse, 
proptoroa, quod oa opo substitutionis in formulam differentialem rationalem 
transformari potost. 

SOHOLION 2 

il.'J. L'ropoHitn, juitom fonuula differentiali quacunque irrationali ante omnia 
vidondum (wt, nuin oa opo cuiuspiam substitutionis in rationalem transformari 
poHHit; (juod si Hucdodat, mtogratio per praecepta capitis praecedentis absolvi 
potent, undo nhiml intolligitur integrale, nisi sit algebraicum, alias quanti- 
tatOH l,r;uiH(;(!udont(!H non iuvolvore praeter logarithmos et angulos. 

Quodni antem nulla sulwtitutio ad hoc idonea inveniri possit, ab integrationis 
laboro cst (l(wiHtendinn, qnandoquidem integrale neque algebraice neqae per loga- 
rithmos vel angulos oxprimoro valemus. Veluti si Xdx fuerit eiusmodi formula 
diffori'iitialis, quao nullo pacto ad rationalitatem reduci queat, eius integrale 
CXdiK iul novum genus functionum transcendentium erit referendum, in quo 
nihil aliud nol)is rolinquitur, nisi ut eius valorem vero proximo assignare 
conemur. Admisso autem novo genere quantitatum transcendentium innume- 
rabilos aliae formulae eo reduci atque integral! poterunt. Imprimis igitur in 
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hoc erit elaborandum, ut pro quolibet genere formula simplicissima notetur, 
qua concessa reliquarum formularum integralia definire liceat. Hinc deduci- 
mur ad quaestionem maximi moment! , quomodo integrationem formularuin 
magis complicatarum ad simpliciores reduci oporteat. Quod antequam aggre- 
diamur, alias eiusmodi formulas perpendamus, quae ope idoneae substitutions 
ab irrationalitate liberari queant, quemadmodum iam ostendimus, quotiea X 
fuerit functio rationalis quantitatum x et V( + /?flJ + yams) , ita ut alia 
irrationalitas non ingrediatur praeter radicem quadratam huiusmodi formulae 
a _|_ p x 4. y XX} toties formulam differentialem Xdx in rationalem transfor- 
rnari posse. 



PROBLEM! 7 

/.', 
94. Proposita formula differ entiali Xdx(a-\- &a/)'', in qit/a X, denotet funcii- 

onem quamcunque rationalem ipsius x, earn ab irrationalitate Uberare. 



SOLUTIO 
Statuatur 

a + Ix = #'' 
ut flat 



9 ft 

turn, quia x=j, facta hac substitutione functio X abibit in functioninn 
rationalem ipsius e, quae sit Z, et ob da>=*-~if- 1 de formula nostril, (lifforon- 
tialis induet hanc forrnam -Zgi'+^dg-, quae cum sit rationalis, per caput 
superius integrari potest et integrate, nisi sit algebraicum, per logaritiimoH 
et angulos exprimetur. 

OOEOLLAEIUM 1 

95. ^ Hac substitutione generalius negotium conHci potent, si posito 
(a-f 6a;)' ft littera 7 denotet functionem quamcunque rationalem binarum 
quantitatum o> et ; cum enim posito x~*^ fiat 7 functio rationalis 
ipsius , formula 7dx | Vw^du erit rationalis. 
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COEOLLAEIUM 2 

96. Quin etiam si binae irrationalitates eiusdem quantitatis a-\-bx, scili- 

i i 

cet (a-}-J}x) v = u et (a -+- bx) n = v , ingrediantur in formulam Xdx, posito 
a -)- bx = s nv fit x= * 6 ~ a > u = z n et v = z v ; unde cum X fiat functio ratio- 
nalis ipsius et dx = ^^""^dz, hac substitutione formula Xdx evadet 
rationalis. 

COEOLLAEIUM 3 

97. Eodem modo intelligitur, si posito 

(a -(- &flj) ^ = M, (ft + &a?)' 1 == v, (a -\~ fix) v = t etc. 

littera X denotet functionem quamcunque rationalem quantitatum x, 'u, v, 
t etc., formulam differentialem Xdx rationalem reddi facto 



erit enim 

x= ^^l^ > u-.?*, v ^0 l \ *W< etc. et 

EXEMPLUM 

98. Proposita hac formula 

, xdx 

dy = Kr+ 

facto 1 + x = reperitur 



seu 



hincque integrando 



LEONIIAHDI ETOEBI Opera omma In Institutionea calculi integralia 
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et restituendo 



ita ut integrals adeo algebraice exhibeatur. 



PROBLEM! 8 



99. Proposita formula differentiali Xdte~V denotante X functionem 
rationalem guamcungue ipsius os earn al) irrationaUtate liberare. 



SOLUTIO 
Posito 



= v 



fit f+ 



et 



sicque loco Z prodibit functio rationalis ipsius *, qua posita = Z erit for- 
mula nostra differentialis 



quae cum sit rationalis, per praecepta Capitis I integrari . potent. 

OOEOLLARIUM 1 

_ 100. Posito (1|)7 = u si x fuerit fmct . o quaecunque 
bmarum quantitatum et ,, formula differentialis Xd* per substitutionem 
-urpatam xn rationalem transformabitur, cuius propterea integratio con.tat, 



^^LJll. 1 

COEOLLAEIUM 2 

101. Si X fuerit functio rationalis tarn ipsius x quam quantitatum 
quotcunque huiusmodi 



turn formula differentialis Xdx rationalis reddetur adhibita substitutione 

unde fit 

#/""_& e " u ~ g ' v== z , t=*0 fl . 

SOHOLION 1 

102. His casibus roductio ad rationalitatem ideo succedit, etiamsi plures 
formulae irrationales insint, quod eae omnes simul per eandem substitutionem 
rationales ofllciantur indeque etiam ipsa quantitas s> per novam variabilem g 
rationalitor oxprimetur. Sin autom differentiate proposition duas eiusmodi 
formulan irrationales contineat, quae non ambae simul ope eiusdem substi- 
tutionis rationales roddi queant, etiamsi hoc in utraque seorsim fieri possit, 
roduotio locum non liabet, nisi forte ipsum differentiate in duas partes 
disposci licoat, quarum utraque unam tantum formulam irrationalem com- 
ploctatur. Voluti si propoaita sit haec formula differentialis 

7 dx 

(ty <= - , 

oius nu inorato vein ac donominatorom per ]/(! + xx) -{- Y(l xx) multipli- 

cando lit 

.. dx"]/(l-{-xx) dxY(lLxx) 

cuiriH utraqud pars soorsim rationalis recldi et integrari potest. Reperitur 
autorn 



y _ (J -- .( l - **) + (\ + **). -I- } I (x -f Y(l + ^)) - { Arc. tang. 
1) Editio princops: y = G - ^ ~ -?-^^~t^ + . Oorrerit , L. S. 
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Commodissime autem ibi irrationalitas tollitur, si in parte priori ponatur 
y(l+aj)-jpa;, in posteriori ]/(! xx) = g,x. Etsi enim Mnc sit 



, 

X = - - Gt 

y(pi-i) 

tamen oritur rationaliter 



SCHOLION 2 

103. Circa formulas generates, quae ab irrationalitate liberari queant, 
vix quicquam amplius praecipere licet, dummodo hunc casum addamus, quo 
functio X binas huiusmodi formulas radicales Y(a -\- Ix) et V(f -\-gti) com- 
plectitur. Posito enim 

( 
fit 

atque [ob] 



[iaerit] in formula differentiali unica tantum formula irrationalis 
quae nova substitution facile tolletur per ea, quae Problemate 6 tradidimus. 
Ut igitur ad aEa pergamus, imprimis considerari meretur haec formula 
differentialis 



cuius ob simplicitatern usus per universam Analysin est amplissimus, ubi 
quidem sumimus litteras m, n, p, v numeros integros denotare; nisi enim 
tales essent, facile ad hanc formam reducerentur. Veluti si liaberemus 



, statui oportet x = < Mnc da> = Gu*du, unde prodit 
Turn vero pro n valorem positivum assumere licet; si 
enim esset negativus, puta af-^^a + Jar')^ ponatur a-1 fietque tot- 
mn]a-ir"- l di.(a + ^ similis principal!; quae ergo quibus casibus ab 
irrationalitate liberari queat, investigemus. 
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PKOBLEMA 9 

104. Definire casus, guibus formulwn differentiakm sendee (a-}- barf ad 
rationalitatem perducere Uceat. 

SOLUTIO 

Primo patet, si fuerit v = 1 seu -J- numerus integer, formulam per se 
fore rationalein neque substitutione opus esse. At si -^ sit fractio, substi- 
tutione est uteudum eaque duplici. 

I. Ponatur 

-)- &a; n =, u v , 
ut fiat 



erit ai" = "' " a , hinc 

\ " 

,. .n m IT v 

" idooque m 1 da; = --v 

undo formula nostra Hot 







. 
f i *_1 7 / M <*\ '"""" 

.. w' 1 ' 1 ' l du - 7 . 
y \ b / 

Hinc orgo pahot, quotios exponens W ~ M seu fuerit numerus integer sive 
powitiviiH sive nogativua, hanc formulam esse rationalem. 



II. Ponatur 
ut fiat 

$"= r a - et ( 

turn 

in 

'"= a -, hinc 
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ideoque formula nostra erit 

va n 



Ex quo patet hanc formam fore rationalem, quoties ~ -\- ~ fuerit numerus 
integer. 

Facile autem intelligitur alias substitutiones huic scopo idoneas excogitari 

f 1 
non posse. Quare concludimus formulam irrationalem hanc x m " 1 dno(a -f- &of)" 

ab irrationalitate liberari posse, si fuerit vel ~ yel -- + - numerus integer. ^ 

COROLLAKIUM 1 

105. Si sit ~ numeras integer, casus per se est facilis; ponatur eniui 
* = et sit x n = v; erit x m =*v { ideoque formula nostra 



quae per Problema 7 expeditur. 

OOBOLLARIUM 2 

106. At si J non est numerus integer, ut reductio ad rationalitatom 
locum habeat, necesse est,.ut i + sit numerus integer, quod fieri nequit, 
nisi sit = , ideoque m + ^ multiplum debet esse ipsius -. 

COEOLLABIUM 3 

107. Quodsi ergo haec formula ^dx(a + b^y a d rationalitatem 
redud queat, etiam haec fotmnla. fl f-^( fl + 6ar) ^ eandem reductionom 
admitte , quicunque numeri integri pro et -ft assumantur. Unde ad caaus 
reducibiles cognoscendos sufficit ponere m < n et ft < . 



'COROLL1BIUM 4 

108. Si m-0, haeo formula ^(a + laff semper per casum primum ad 

rationalitatem reducitur ponendo fl" = ^ ; transformatur enim in hanc 
vvf' +r ~ 1 du . 

1 w( 1 ' a) : 

SCHOLION 1 

109. Quoniam formula ^^dx^ + bx'f, quoties est m = in denotante 
* numerum integrum sive positivum sive negativum quemcunque, semper ad 
rationalitatem roduci potest hique casus per se sunt perspicui, reliquos 
casus hanc reductionem admittentes accuratius contemplari operae pretium 
videtur. Quoin in linem atatuamus v = n et m < n r item fi<n, ac necesse 
est, ut sit in -|- f.i, == n; undo sequentes formae in genere suo simplicissimae, 
quao quidom ad rationalitatem reduci queant, obtinentur. 



II. <l.tK(a + ba?, 

III. <h'(a + 1>a*'ft , 

IV. tlx(a-\-i)x^, 
V. dx(a + b'jff , 

undo otiiini liao roductiononi admittent 



a -f 
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SCHOLION 2 



M 



110. Yerum etiamsi formula a5"- 1 dflf(a + 6af)*. ab irrationalitate liberari 

+/j 
nequeat, tamen semper omnium harum formularum x mn "~ 1 dx(a + lyf] v ~ 

integrationem ad earn reducere licet, ita nt illius integrali tanquam cognito 
spectato etiam harum integralia assignari queant. Quae reductio cum in 
Analysi summam afferat utilitatem, earn hie exponere necesse erit. Caeterum 
hie affirmare haud dubitamus praeter eos casus, quos reductionem ad ratio- 
nalitatem adinittere hie ostendimus, nullos alios existere, qui ulla substitu- 
tione adhibita ab irrationalitate liberari queant. Proposita enim hac formula 
nulla functio rationalis ipsius g. loco x poni potest, ut a + &^ 8 ex- 

~Y(a-\-'ba?) 

tractionem radicis quadratae admittat; obiici quidem potest scopo satisfieri 
posse, etiamsi loco x functio irrationalis ipsius g substituatur, dummodo si- 
inilis irrationalitas in denominatore Y(a -\- 1</} contineatur, qua ilia numera- 

torem dx afflciens destruatur, quemadmodum fit in hac formula -,, X 

1 i/(a+bx) 

adhibendo substitutionem a> = -s ; verum quod hie commode usu venit, 

fV 6) 

nnllo modo perspicitur, quomodo idem illo casu evenire possit. Hoc tamen 
minime pro demonstratione haberi volo. 



PROBLEM! 10 

r 

111. Integrationem formulae jx m+ "- 1 dx(a -f lx n ) v perducere ad integration 

/' 
Imius formulae Jx m ~ l dx(a + lx n } v . 



lonem 



SOLUTIO 



+1 



+1 
Consideretur functio <c m (a + lx n } v ; cuius differentiale cum sit 



erit 



made elicitur 



mva 



COEOLLARIUM 1 
112. Gum inde quoque sit 



ma mva 

loco m flcribamus w n et habebimus hanc reductionem 



- a 



COROLLAEIUM 2 
ll.H. COIICOBBO orgo integrali Jaf-^a + baff etiam haram formtda- 

ti 

rum Jaf H * n - l (lat;(a-{-1)x*)'' similique modo ulterius progrediendo omnium 

, /' 

harum fnvmulurum Jx'" """ 1 dx(a + lx")" integralia exhiberi possunt. 



PROBLEMA 11 



114. Inlci/rationcm formulae f'x m ~ 1 dx(a-{'bx n ) v ad integrationem Jiuius 

>' 
jx 1 " 'dx(u ~\- l>',t'")'' parducere. 



"n 



SOLUTIO 
Fimctioms x'" (a -(- bx") '' ' ditferentiale hoc modo exhiberi potest 

a -\-nu4-nv)a\ ,,.,/ , , ,,\v , mv + nu + nv m _u / ,7 n \'ir +1 
p ' %'"-* dx(a -\-bx H )' -\ ---- ~ x n i dx(a-{-bx n )' , 
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unde concluditur l 



WU- + WV />,_, , / 
? ! - Jx m 1 dx(a 



quocirca habebimus 



OOEOLLABIUM 1 
115. Deinde ex eadem aequatione elicimus 



scribamus iam j ii y loco /<, ut nanciscamur hanc reductionem 



COEOLLARIUM 2 

116. Concesso ergo integral! fo^dx(a + &f)* etiam harum formula- 
ar-^a + ftfl-)^ et ulterius progrediendo harum ^-^(a + iaj-)'*" 

mtegraHa exmberi possunt denotante /? numerum integnim quemcunque. 

COEOLLAEIUM 3 

117. His cum praecedentibus coniunctis ad integrationem. 



omnia haec integralia 



"eldent. a 6aem ione transcendents 
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SCHOLION 1 
118. Ex formae x m (a + &af) r differentiali ita disposito 

wiy/ (*C(^/ ~r~ 0$ ] h 

v 

deducimus hanc reductionem 



ac praeterea hanc inversam pro m et ju, scribendo m n et ,tt + 



Hinc scilicet una operatione absolvitur reductio, cum superiores formulae 
duplicem reductionem exigant; ex quo sex reductiones sumus nacti omnino 
memorabiles, quas idcirco coniunctim conspectui exponamus. 



IY. 



v. 






+ : 

9* 
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SCHOLION 2 

119. Circa has reductiones primo observandum est formulam priorem 
algebraice esse integrabilem, si coefficiens posterioris evanescat. Ita fit 

U , - - . + 1 

pro I, si w = 0, 



pro IL, si 






v n J \ / (m ri)a 

_ m 

pro 17., si -=* 






pro V., Biw 0, 

Deinde etiam casus notari merentur, quibus coefflciens postremae formulae 
fat mflmtus; turn enirn reductio cessat et prior formula peculiare habet inte- 
grale seorsiin evolvendum. 

In prima hoc evenit, si ^===^, et formula 
posito a + ba?=*a?tr S eu x n = 
caput pnrnurn definiri debet. 

In secunda evenit, si m~n, et formula /^(a + 6^ posito 
seu ar-ll abitin C^^L. 



-is ... 
~~^:, , cums mtegrale per 



, ot fonnula -*,(. + , posito 
in f^pL seu posito ,_^ in 

J 1 liu" ') 

In quarta eyenit, si z* = 0, et formula C x ' m ~ 1 ^ 

t* u, eu rormuia J ^p^^ per se est rationalis. 

In quinta idem evenit, si ,u = 0. 



Editio princeps: aUt in - seu 



Con-exit L. S. 
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In sexta autem, si m = n, et formula f (a + bx n Y + * posito a 4- la? 

,., . K /-^ +2 "- 1 da J x J 

abit m / - 

n ' a 



EXEMPLUM 1 






120. Invenire integrate Jwius formulae - ~ pro numeris positivis ex- 

i 7 i V \~ KX) 

ponent^ m dat^s. 

Hie ob a = l, 6== 1, % = 2, .^== 1, j/ == 2 prima reductio dat 



hinc, prout pro m sumantur numeri vel impares vel pares, obtinebmms: 
Pro niimeris imparibus 

/asxdx 1 ,//., N 1 /" dx 

T V(l- ) + T J I -, 



v ,_3 
XX) * " ' X " ijt 

) 4- - 
~ ^^J "T -g" 

r \- / 

etc.; 
pro numeris paribus 



etc. 
Cum nunc sit 



in.^ et 
habebimus sequentia integralia; 
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Pro ordine priore 

- - = Arc. sin. <K, 
/l-(cx 






pro ordine posteiiore 

/xdx 
_^ - 
^(l-aw) 

/* a; 3 ^ 
/ -; - 
t//l-^ 



1-4 



1-6,, 1-4-6 . . 2'4- 

' 



,, . . 

+* + 



7 357 



COROLLAEIUM 1 
121. In genere ergo pro formula f-/.~ , si ponamus brevitatis gratia 

I/ (1 ~~ (CtC 



. 

I/ (1 

, . , , 

a . 4 . e ...... 2 i - hoc integrals 



r ai"d[g 

' !- 



OOROLLAEIUM 2 



122. Simili modo pro formula f~-, si ponamus brevitatis ergo 

1 * 



2 . 4 . 6 

integrale 
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C x*'+ 
J l~ 



ut integrale evanescat posito # = 0. 

EXEMPLUM 2 

123. Invenire integrale formulae /-^ - casibiis, quilus wo m numeri 

^y(\~xx) * 

negatwi assumuntw, 

Hie utendum est secunda reductione, quae dat 

r x m -*diK ^x m - a y(l-xx) m-- 1_ f x m - i dx ^ 
J y(^-^x} ~ ~ ....... ~ ^"--2" ' 'm~^J Y(l tcx}' 

imde patet, si m = 1, fore 

J 
x 



deinde, si m = 2, formula f 7 - x facta substitutione 1 xx = us abit in 

' (/ !]/(! aw) 

j ~. L ; cuius integrale est 



. 1 1 * == - - 1 

1-0 ' 2 



undo duplicem seriem integrationum elicimus 

dx 



r. -* - = i^ ^ 4- - f ^^ 
J ^T/(I -^ ~** 4 ^ ^y(i -)' 

/_ ^__ _ y(i-gg) , i r___^ _ . 

J " _^") "" 6 a; 6 ">" 6 J ]/(i _ xx ~) 



etc. 
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r dx = _ V(I-M) 

v XX y(lXX) x 

r dx = __ y(ixx) . %_ c 

J x i l-xx~ 3 3 $J x 



r dx y(ixx) 4 f_ 

J X^y^XX)^ 5iC 6 "*" 6 J yA 

etc. 

Hinc erit ut in binis praecedentibus corollariis 

f dx 

J x"+ i i-w 



iy> 



3- 5 . 



/" _ rf^ __ 

/ * Si+2 /i~a?a; 






SOHOLION 1 

124. Hinc iam facile integralia formularum xx m - pro 

omnibus mimeris m quam pro imparibus ^ assignari poterunt. Beductiones 
auteni nostrae generates ad hunc casum accommodatae sunt: 






II. 



in. 



1) Editio prinoeps: n ., T 

1 P ~ nt L, S. 
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iv. 



V. /^'-'cKl-^r^--^ 

vi. or-ctoCi - ,*)>= + 



Posito enim ^ = 1 quatuor posteriores dant 



/' x m ~ l dx 

I . . _. ........... , _, _ 

J Y(i-xx) s 
/' a;" 1 - 1 - 1 ^^ a; 1 " /* a;" 1 - 1 ^^ 

I ,. ..... _.,_ ................. ,__ . .-. __ ............ _____ Mf> I ___ _____________ ._ 

J ]/(! - xx) a 1/(1 - xx) J y'(i - xx) ' 

Cm 3,7 1//-1 N * m - 2 "|/(l XX) . 1 

I x m ~*dx V(l xx) == ........ - ..... --"- - v ^ - '- -\ --- - 

J v ' w 2 m 2 



undo integrationes pro casibus ^ = \ et ,== 3 eliciuntur indeque porro 
reliqui. 

SOHOLION 2 

125. Pro aliis formulis irrationalibus magis complicatis vix regulas dare 
licet, quibuB ad formam simpliciorem reduci queant; et quoties eiusmodi 
formulae occurrant, reductio, si quam admittunt, plerumque sponte se offert. 
Veluti si formula fuerit huiusmodi /~^, sive n sit numerus integer sive 
fractus, semper ad. aliam huius formae /-|f , quae utique simplicior aesti- 
matur, reduci potest. Cum enim sit 



E 



LBONHABDI EUI-EM Opera omnia In Inafcitutiones calculi integralis 



10 
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lam definiatur E ita, ut Pdx + QdB-nBdQ per Q fiat divisible, vel quia 
QdE iam factorem habet Q, ut fiat Pdx-nBdQ = QTdx, prodibitque 



AE + Tdx 



seu 

*_ , 

fVn ^^ 



at semper functionem E ita definire licet, ut Pdx nEdQ factorem Q ob- 
tineat; quod etsi in genere praestari nequit, tamen rem in exemplis tentando 
mox perspicietur negotium semper succedere. Assume autem hie P et Q 
esse functiones integras ac talis quoque semper pro E erui poterit. Si forte 
eveniat, ut dE + Tdsc = Q, formula proposita algebraicum habebit integrate, 
quod hoc modo reperietur; contra autem haec forma ulterius reduci poterit 
in alias, ubi denominatoris exponens continuo unitate diminuatur; ac si n 
sit numerus integer, negotium tandem reducitur ad huiusmodi formam 
-^, quae sine dubio est simplicissima. Quamobrem cum in hoc capite vix 
quicquam amplius proferri possit ad integrationem formularum irrationalium 
iuvandani, methodum easdem integrationes per series infinitas perficiendi ex- 
ponamus. 

ADDITAMENTUM 

PBOBLEMA 

Proposita formula dy~= (x-\- Y(l -f- xx)} n dx invenire eius integrak. 

SOLUTIO 

Posito <c + V(l + aj) = fit x = ^=^ et dot = ^Li), uncle formula 
nostra 

1 

dy -^ii"~ dufuu -}- 1) 

ideoque eius integrate 



quod ergo semper est algebraicum, nisi sit vel n 1 vel 1. 
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COROLLARIUM 1 
Patet etiam hanc formam latius patentem 



hoc modo integrari posse, dummodo X fuerit functio rationalis ipsius x. 
Posito enirn. o/ = -g pro X prodit functio rationalis ipsius w, quae sit 
=> V, hincque fit i 



quae formula vel est rationalis, si n sit numerus integer, vel ad rationali- 
tatern facile reducitur, si n sit numerus fractus. 

COROLLARIUM 2 
Cum sit V(l + xx) - .- w - u j-, posito ]/(! + )- etiam haec formula 



integrabitur, si X fuerit functio rationalis quaecunque quantitatum a? et v. 

Facto enim aj^-""" 1 - functio X abit in functioned rationalem ipsius , 

y it 

qua posita = Z7 habebitur ut ante 

dy .= - 1 Uu n ~*du(it,u + 1). 

2 

BXEMPLUM 
B-opoff/ta ,sv7, /b/wwte d?/ = (ax 

r> ! " w ^ RJ- 

Posito a;== nt 



seu 



cuius integrale est 



est algebraica, nisi 

10* 



isi sit vel -2 vel * 2 1 rtiam -0. 



OAPUT III 

DE INTEGtEATKME FOEMULARUM DIFFEEENTIALIUM 
PEE SEEIES 



PEOBLEMA 12 

126. Si X fuerit fundio rationdis fraota ipsius x, formulae differ cntialis 
dy = Xdcc integrate per seriem infinitam exhibere. 

SOLUTIO 

Cum X sit functio rationalis fracta, eras valor semper ita evolvi potest, 
ut flat 



V MM + etc., 

ubi coefficientes A, B, G etc. seriem recurrentem constituent ox denomina- 
tore fractionis determinandam. Multiplicentur ergo singuli termini per dx 
et integrentur, quo facto integrale y per sequentem seriem exprimetur 

etc< + Const -; 



ubi si in aerie pro X occurrat huiusmodi terminus -f , inde in integrale in- 
gredietur terminus Mix. 

SCHOLION 

127. Cum ^integrale fXdx, nisi sit algebraicum, per logarithmos et an- 
gulos expnmatur, hinc yalores logarithmorum et angulorum per series infl- 
mtas exhiben possunt. Cuiusmodi series cum iam in Introduction^} plures 

1) L. EULERI Mroductio in cmokjsin inftnttorum t T par, VT VTTT T ,-, 

Opera omnia, series I, T oL 8. L. S. mmnm " - 1 C ^P' VI- VIII; LSOSBAMI Jtouaa 
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sint traditae, non solum eaedem, sed etiam infinitae aliae hie per integratio- 
iiem erui possunt. Hoc exemplis declarasse iuvabit, ubi potissimum eiusmodi 
formulas evolvemus, in quibus denominator est binomium; turn vero etiam 
casus aliquot denominator e trinomio vel multinomio praeditos contempla- 
bimur, Imprimis autem eiusmodi eligemus, quibus fractio in aliam, cuius 
denominator est binomius, transmutari potest. 

EXEMPLUM 1 

128. Formulam differentiakm per seriem integrare. 

git y = I' A j ; erit y = I (a + x) + Const., unde integrali ita determinate, 
ut evanescat posito 33 0, erit y<= I (a -\- x) la. lam cum sit 

1 1 x xx x s , at , 
a + x = a ~ ? + If ~ a T + ~& ~ 6 C " 



erit oadem lege integrate definiendo 



x a; a; 
a ~ a"a + Si* 



* a; 5 



undo colligemus, uti quidem Jam constat, 

i / , \ 7 i * a 
Z ( tt + a-) = ^ -|- - - 2al 



COROLLARIUM 1 

12!). Si (apianuiH x negativum, ut sit dy ^^-, eodem modo 
patebit esse 



a, = ?- .?- - l - 8- - etc. 



bisque combinandis 






COKOLLARIUM 2 
130. Hae posterior series eruuntur per integration formularum 



et 

Est autem 



i. 

et 



ita ut iam his formulis per series integrandis supersedes possimus. 

EXBMPLUM 2 

131. Formulam differentialem -^~ per seriem integrare. 
git dy-= "f" , et cum sit y = Arc. tang. * idem angulus sorie 

& ftQ -J~ ^JQ; ' " u 

infinita exprimetur. Quia enim habemus 



1 fv r 4 a; 6 a; 8 
_* j _ . -I- otr 



exit integrando 



ll W \fJ lM . lAt ifJ . I 

Arc. tang. == n -~ r , _ , -|~ etc,. 

& a a 3a a ' 5a 7tt 7 ' 



EXEMPLUM 3 
132. Integralia liarum formularum r ~~ - 8 ct , x f x , t par scries KKprimvre. 

1 ~J~ OG 1 "~p ! 

Cum sit 



erit 
et 
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Verum per 77 habemus per logarithmos et angulos 

/dx 1 7/1 i \ 2 n ,-1/7., ,., it 

! * ^ + * OB.il -2B.COB.- 



8 . ..- 



f- sin. ~ Arc. tang. 



3 3 l-a;cos.-- 

o 



2.2*. , 

-5- sm. Arc. tang. 



D . ^ 

1 X COS. -5- 

O 



At est COB.*-- i-, COB.Y-- --1-, Bin.i-1?, sin.^^ 1 ?, unde fit 

Arc> 



integralibus ut seriebus ita sumtis, ut evanescant posito as 

COBOLLAEIUM 1 
133. Hiw tgitui 1 HoriebuH additis prodit 



Biibtracta auteiu poBtoriori a priori fit 

.* z , - .i t .? .............. - * - A.*.- Ay + V+ ^ 7 - ^ 8 ~ ^ ^ + TI^ etc " 

8 V(l -* + *) 2 4 5 7 8 10 

cuius valor etiaro. est 









COROLLARIUM 2 



134. Cum sit 
erit eodern modo 



qua serie 



ie illis adiecta omnes poteto ipsius a occurrent. 

EXEMPLUM 4 



135. Integrate hoc y -J ^F P* s * m 
Cum sit 

1 ^ = 1 __ gf + 8 - S3 18 + ^ 6 - etC "> 



erit 



Terurn per 82, ubi = ! et -4, posito f -, fit integrate idem 

r sin ra . i j * s 

y - Bin. 01 Arc. tang, ^f^ + sin. 3co Arc. tang. ~_- 



x 



at ob J = c =45 est sin-co^^, 008.0,-^, Bin.3 W - y - >f COB.SW- y> ; 
[hinc] habebimns 

, = i Arc. tang. ^_ + Arc. tang.^ - ^ Arc.tang. -^ 



136. Integrate hoc y 

Cum sit 

1 

i+z 6 



EXEMPLUM 5 

seriem exprimere. 



1 /v 6 _L tr-M rr w I /y 2 ' 1 atp 

' 1 -"- X -\- X JU -\- Jj cLL. , 



erit 



- etc. 



9293] DE INTEGBATIONE PEE SEBIES INPINITAS 81 

At per 82, ubi m = l, n=>6 et co === -f- = 30, est 

2 . A L o;sin. o> , 2 . , , a; sin. BCD 

w = sm. co Arc. tang. - -- sm. 3 co Arc. tang. 
a ' & 



. - -- . . . - 

1 x cos. co ' 3 & 1 a cos. 3 co 

, 2 . ., . , a; sin. 5 to 

+ -T- sin. 5 co Arc. tang. - - 
'3 1 a; cos. 5o 

est vero sin. co = ~, cos. co = Y > sin. 3co = 1, cos. 3co == 0, sin. 5co = -^, 

1/3 

cos. 5co => Y^ er S 

- Arc. tang. - ^-r + - Arc. tang, x + - Arc. tang. 

y 3 b 2-]/3 3 3 

seu 



1 x 2 . , 1 A L 

y = | Arc. tang. ^^ + y Arc. tang, x = - Arc. tang. ^ 



COROLLARIUM 1 
137. Sit 



at facto x* = M est 

a _ ! r_j!L_ = I Arc. tang, u = | Arc. tang. a 8 . 

* 3J1-I-MW 3 . & 3 

Hinc series huiusmodi mixta formatur 



cuius summa est 

1 , , Zx(l xx) . n , , s 

T Arc. tang, j^jqr^ + T Aio.tang. . 



COEOLLAEIUM 2 
138. Si hie capiatur -!, binos angulos in unum colligendo fit 

+ 



Arc. tang. 5 ~ T ArC ' ^^ ^ = "8 

Enuu Opera omnia 111 Institutions calculi infegralis 
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quae fractio per I-xx + tf dividendo reducitur ad g=, quae est tangens 
tripli anguli x pro tangente habentis, ita ut sit 

"1 ^ 1* O 1 

} Arc. tang. f^ = Arc. tang, a, 
quod idem series inventa manifesto indicat. 

EXEMPLUM 6 



139. Sane formulam dy = *= j-^s P^ senm 

Ob 

* -f ^71 !___ /yn2 n ^ytBtl _!_ /yt'lW ,..._,_, fij'f* 

TT"~ 
habebitur 

v /m ^^ /M AM M _L /111 Q fW 1U. 9 1-9, -4~ 4M. ft M. DJ. 



Haec ergo series per 82 aggregation aliquot arcuum circularium exprimlt, 
quos ibi videre licet. 

COROLLARITJM 

i m 1 _ fji ~ m 1A 7 

140. Eodem [modo] proposita formula d0=* ----- T - ...... -5- ob 

~^ 



T - ...... -5- 

A ~^ iC 

- = l 4. a- 4. a,> + a*- _|_ e tc. 

1 i?) 



> 



invenitur 

fl n m /2 n -h m ,y,II i r/i 



1 --- . _ _L __ _ 

^ 



m n m n + m 2n m2n + m 3n 
cuius valor 84 est exhibitus. 

EXEMPLUM 7 
141. Hone formulam dy = f"^ ^er smm integrare. 



Primo integrale est manifesto y = /(I + + aas); ut autem in seriem con- 
vertatur, multiplicetur numerator et denominator per 1 x, ut fiat 
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Cum nunc sit 

lib = l + ' + a; 8 + a; 9 H-fli u + etc., 
erit integrando 



COROLLARIUM 1 

142. Eodem modo inveniri potest y = 1(1 + x + xx + # 3 ) per seriem, Cum 
enim fiat $/ + i!(l as) = Z(l a; 4 ), erit 



sive 



a; 7 3a; 8 . a; 9 



COEOLLAEIUM 2 

143. At fvactio -f-i-,-- per seriem recurrentem evoluta clat 

1 -|- x -)- a;a; ^ 

1 + a; 2a;!T -|- a; 3 + x* ^ + a + 7 2a 8 + etc., 
unde per intogra/tionem eadem series obtinetur quae ante. 

EXBMPLUM 8 

144. Hone formulam dy = r^a^SlT^ ^^ 8eriem inte 9 mre - 

Per 64, ubi A = 1, J? = 0, a = 1 et & = 1, est trains formulae integrate 

1 



At per seriem recurrentem reperinius 

1 + 2 x cos. '+ (4 cos. 2 - 1) as x + (8 cos. 3 - 4 cos. 



1 2a;cos. 

+ (16 cos. S* - 12 cos. ? + IK + ( 32 cos - ^ ~ 32 cos> ^ + 6 COSl 



11* 






__ 

qua serie per d* multiplied et integrate obtinetur quaesitum. Potestatibns 
autem ipsius cos-C in cosinus angulorum multiplorum conversis repentur 



etc. 



COEOLLARIUM 1 
145. Si ponatur 



erit per 63 A = l, J3 = -cos., = 1 et 6-1 ideoque 



x sn. 



. . ,. . . . 

* cos. - 2x cos. + *) + sm. ? Arc. tang, j - fl ; -j , 

at per seriem ob 

1 ~ a:cos - g = 1 + '#COB. + 8 cos.2^ + a 8 cos. 3? + B 4 coB.4 + etc. 

1 %XCQB. + XX 
fit 

= x + y M cos. + y 8 cos. 2 + 1 ; a; 4 cos. 3 + - - G cos. 4 + etc. 

COEOLLAEIUM 2 

146. At quia 

, dx( xcos. S + cos. g 2 +sin. g 2 ) 

ft^! ESS ------ - ---- - - ----------- 

1 
erit 



* = cos. Z]/(1 - 2cc cos. ? 4- asa?) + sin. ^ 2 i ^ 

s v 5 ' ; ' * J l-~'2xco$. + xx 

Hinc ergo pro 

= r 

^~~t/ 1 



alia reperitur series infinita cnm logarithmo connexa, scilicet 



-^ + i *' cos - 2 ^ -i- 1 * 4 cos - 3 + etc -) 
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PEOBLEMA 12 [a] 1 ) 
147. Formulam differentiakm irrationakm 



per seriem infinitam integrare. 

SOLUTIO 

fJL 

Sit a v c; erit 



0) 

ubi quidem assumimus c non esse quantitatem imaginariam. Cum igitur sit 

(l 4. 1^)^= i + JiL -+ ffc=^ -+ fc^zl^^ a; a + etc., 
\ ' a / lv-a ' Iv-^v-aa lv>2v-3va 3 ' 

erit mtegrando 

/,*"' /*?; a^"'-" . ^(ft v)66 a"'+ 2 " ft(ft-y)(/t 2t/)& 3 a;"'+ 3 \ 

m iv-"a''m-j-w iv'2v'aa'm + 2M lv-2v-3v-o 8 OT + SM'' /' 



quae series in infinitum excurrit, nisi |- sit numerus integer positivus. 

Sin autem casu, quo v numerus par, a fuerit quantitas negativa, expressio 
nostra ita est repraeseatanda 



~ 



Cum igitur sit 



erit integrando 



Si a et 6 sint numeri positivi, utraque evolutione uti licet. 



1) In editions principe falso numerus 12 iterate. L. S. 



EXEMPLTJM 1 

inteffrare. 



148. Formuhm dy^ 

Prime ex superioribus patet esse , = Arc.sin.*, qui ergo angulus etiam 
per seriem infinitam exprimetur. Cum enim sit 



6r ^ 7 9 

1 X s 1 3 x s , 1-3-5 _ , 1 -3-5 7 ^ a;_ 
2/ = ^ + Y ' Y + 274 "5" "+" 2-4-6 ' 7 "*" 2-4-6-8 9 

utroque valore ita definite, ut evanescat posito x == 0. 

COROLLABIUM 1 



149. Si ergo sit a 1, ob Arc.sin.l = |- erit 



L1. + etc. 

l 



At si ponatur = y, ob Arc. sin. y = 30 = -f- erit 



1-3 



1-3-5 



1-3-5-7 



5f 1 1_ 

6" = + 2^^ + 2-4-2 6 -5 "*" 2^4-6-2'- 7 """ sT4~ 6 8 - 2 9 - 9 ' """"' 

cuius seriei decem termini additi dant 0,52359877, cuius sextuplum 3,14159262 
tantum in octava figura a veritate discrepat. 



COEOLLAEIUM 2 
150. Proposita hac formula dy = ^ - posito x = uu fit 



dy = 



ergo 



y = 2 Arc. sin. ^t = 2 Arc. sin. 
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turn vero per seriem erit 

u 9 L JL. l *' L X 3 " B I ! 3 ' 5 ' . 4. \ 

/ = 2( M + y . - + _ + ___+ etc.) 

sen 

1 x 1<3 xx 1-3-5 a; 3 , 



BXEMPLUM 2 
151. ^Formulam dy = dxYtyax xcc) per seriem integrare. 



Posito x = uu fit dy = 2uuduy(2auu); at per reductionem I ( 118) est 
2, w==l, a = 2a, 1) = 1, ^ = 1, v==2, unde 



Cuudu Y(2a uu) = -j-it(2a utiy -\- afduy(2a uu), 
et per III sumendo m = l, a = 2a, 6 = 1, w==2, / tt== 1, v = 'Z fit 

ttu) -{- a - -; 
^ y(2a MM) 



at est 

/^tt ..Mi. 1/iC 

........... -------- = Arc. sin. r- = Arc. sm. -7 
J/(2--MM) y2a 1/2 a 

ideoque 
fuuduV(2a-uu} =- - - w(2o-)* + ^auypa uu) + ^- 

* 

= 1 ufutt a) y(2a uu) + - aa Arc. sin. -^- 
4 v ' v x 2 K2a 

Ergo 

w = A te a) y(2ax xx) + aa Arc. sin. -y^- 
' g y2a 

Pro serie autem invenienda est 









Mncque integrando 



i-l 



2-4-6 



seu 



., 

2-4-G 9-8 B 



COBOLLARIUM 1 
152. Integrate facilius inveniri potest ponendo 



. v, unde fit 



et per reductionem III [ 118] 



fdv V(*a - 



hinc 



seu 



7 



aa Arc. sin.-- 






ut igitur fiat </ = posito o; = 0, capi debet G=|aaArc.sin.l, ita ut sit 



Est vero. 



= i (o - x) V(2ax xx) + y aa Arc. cos. " 



. . I/a; 1 . a 

Arc. sin. - = Arc. cos. 



. 
]/2a 2 



COROLLAEIUM 2 



153. Si ponamus #=-f-, fit 



8 
1-1 



:JL _|_ * " a j series autem dat 

1-1-3 



__ 

2-5- 2 3 2-4-7.2 6 



etc. , 



unde colligitur 



8V8 ,fi(- 

-7T : J IT I 

Ji A I " \ Q 



3 2-6-2 8 2-4-7-2* 2-4-G-9-: 



etc.); 
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at per superiorem [ 149] est 



*** etc.), 



252* - 2 . . a< 
ex quarum combinatione plures aliae formari possunfc. 

BXEMPLUM 3 

154. Formulam dy , per seriem integrare. 

y(l -(- xx) 

Integrals est y = I (x -f- ]/(! + ##)) ita sumtum, ut evanescat posito x = 0. 

At ob 

1 < 1 . 1 3 j 1 3 5 . B I i 

1 -05 3 ' ~ X + etc> 



erit idem integrals per seriem expressum 

1 a; 8 1-3 x 5 1-3 '6 * 7 



= T/ 



- 

232-45 2-4-6 7 



, 
etc. 



EXBMPLUM 4 

155. Formulam dy = --^ - _per sw-icwt integrare. 

y(xco i) 

Integratio dat. t/ = Z( + V(o;a! 1)), quod evaaescit posito = !. lam ob 
1 i 1 :t ' 3 1- 



erit idem integrate 



y 



~ etc ' ; 



quod ut evanescat posito = !, constans ita definitnr, ut fiat 
7 , l (1 MJ 1>3 fi-lY-h-^^- 

y - ZO! + (1- ^J + gm I 1 W + 2- 4.6-6 
LEONHABDJ EULHU Opera omnia In Institutions calculi integralis 



12 
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COBOLLARIUM 

156. Posito = 1 + M fit 

du __ ^ du__ A i 5\~ 
2/== l/(2M + MM) ]/2w\ 2/ 

_i H_L.Ll.^i_liA.- e tc.V 

a'2^2-4 4 2-4-6 8 / 



unde integrando habebitur 

_ 1 2M 1 1-3 2* 1-3-5 



seu 



EXEMPLUM 5 

157. Formulam dy = ^^f P er seriem 
Per integrationem fit 



facto / = 0, si x*=Q, seu 



9 n 1 

lam vero per seriem est 



unde idem integrale ita exprimetur 



lB 1-2-3.4 

Sine autem quoque manifesto fit 
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SOHOLION 

158. Haec autem cum. sint nimis obvia, quam ut iis fusius inhaerere sit 
opus, aliam metliodum series eliciendi exponam magis absconditam, quae saepe 
in Analjsi eximium usum afferre potest. 



PROBLEM! 13 
159. Proposita formula differentiali 



eius integrate altera metliodo in seriem convertere. 

SOLUTIO 



Ponatxir y = (a + 6a5")"; erit 

dy = ( a -|- &0")" 1 

undo lit 

x m ~ l dx = dts(a 

seu 



lam antequam seriom, qua valor ipsius definiatur, investigemtis, notandum 
est casu, quo x evanescit, fieri 



ut sit c^ = * a;"" 1 da?. Statuamus ergo 

jg _ ^af + 5a+ -|- Gx m ^ n + Dx m+Sn + etc. 
eritque 



- 1 + etc. 

da; 12* 
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. 

Substituantur hae series loco et g in aequatione 

i + l)x n } -\- 



CAPUTIII 159-162 [102-103 



singulisque terminis secundum potestates ipsms x disposes orietnr ista aequatio 

+ - l (7^' +3 - 1 etc. 



+ 



nnde singulis terminis nihilo aequalibus positis coefficientes ficti per sequentes 
formulas definientur 



, 



(w 



0, 



J 





n 
JJ 



sicque quilibet coefficiens facile ex praecedente reperitur. Turn vero erit 

t * + etc.). 



SOLUTIO 2 



Quemadmodum Me seriem secundum potestates ipsius x ascendentem 
assumsimus, ita etiam descendentem constituere licet 



ut sit 



g = Aos m - n + JBaf- 1 " + a ra - 3 " + Da?"-*" + etc., 
n}Ax m ~ n - 1 + (m 2n)Bx m -* n ~ 1 + (m 3) aaj" 1 - 8 "- 1 ^- etc., 



qiaibus seriebus substitutis prodit 



v + npbB + 



+ 
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Hinc ergo sequent! modo litterae A, B, C etc. determinantur 



(m- n}vlA + n^A-v~Q, ergo A 



- B , 



ubi iterum lex progressiouis harum litterarum est manifesta. 

COBOLLAB1UM 1 
160. Prior series ideo est memorabilia, quod casibus, quibus 

m 11 
(m + in)v + np = seu - - = , 



abruinpitur atque ipsum integrale algebraicum exhibet. Posterior vero abrum- 
pitur, quoti.es m iw = seu t denotante t numerum mtegrum posi- 
tivum. 

OOBOLLARIUM 2 

161. Utraque vero series etiara incommodo quodam laborat, quod non 
semper in usum vocari potest. Quando enim vel w = vel t + -=0, 
priori uti non licet, quando vero (m - in}v + ^ = seu f + f = *' U3US 
posterioris tollitur, quia termini fierent inflniti. 

COBOLLARIUM 3 

162 Hoc vero commode usu venit, ut, quoties altera applicari nequit, 
altera certo in usum vocari possit, iis tantum casibus exceptis, quibus et 
_E et -J- + sunt numeri integri positivi. Quia autem turn est v-1, hi 
casus sunt rationales integri mhilque difficultatis habent. 



COROLLARIUM 4 

163 Possunt etiam ambae series simul pro , coniungi hoc modo. Sit 
prior series -P, posterior vero = <?, ut capi possit tarn ,-P quam ,-<?. 
Binis autem coniungendis erit i-aP+flQ, dummodo sit a + ft - 1. 

SCHOLION 

164 Inde autem, quod duas series pro exhibemus, minime sequitur 
has duas series inter se esse aequales; neque enim necesse est, ut valores 
ipsius y inde orti fiant aequales, dummodo quantitate constante a se mvicem 
differant. Ita si prior series inventa per P, posterior per mdicetur, qma 

it ol f \ 1i M n\V T> n-a- llQI^ TTATH 4i ===== (Of \~ UX } vi/ C6TLU OXllJ 

ex ilia fit y = (a + o(G) P, ex nac veru y \<* T J ^ 
(a + ftaff (P- ( qtumtitaa constans ideoque P- <? - 0(a + 6af)" 7 . Utraque 
scilicet series tantum integrale particulare praebet, quoniam nullam constantem 
involvit quae non iam in formula differential! contineatur. Interim tamen 
eadem methodo etiam. valor completes pro erui potest; praeter seriem enim 
assumtam P vel Q statui potest 

ac substitutione facta series P ut ante dennitur; pro altera vero nova serie 
efficiendum est, ut sit 



+ 



x 2 "- 1 + 



+ 



1 "- 1 + 
+ 
+ 



etc. 



= 0, 



unde ducuntur hae determinationes 



ita ut prodeat 



^.6' ' 3M 
^ 
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sen 



hincque 





quod est integrals completion, quia constans a mansit arbitraria. 

EXEMPLUM 1 

165. Formulam dy = -. - "hoc, modo per serieni integrare. 

y (l KX) 

Comparatione cum forma general! instituta fit a = l, 6 = 1, w = l, 
w = 2, ,tt==l, v = 2, unde posito y*=0y(l oox) prima solutio 



+ Bx* +' 6V + Da 7 + etc. 
praebet 

^-1, J5 = |^, C={, D = {(7, J?-}D etc., 
uncle colligimus 



quod integrale evanescit posito a? = 0; est ergo y = ire. sin. x. Altera metho- 
dus hie frustra tentatur ob -^ + -^ = 1. 

COROLLAEIUM 1 

166. Posito a; 1 videtur Mac fieri y = ob /(I xx) = 0; at perpen- 
dendum est fieri hoc casu seriei infinitae summam infinitam, ita ut nihil ob- 
stet, quominus sit </ = f . Si ponamus =- |, fit y = 30 = -f- ideoque 



7 4 



96 



LOU PmoBis PUB piA sEmomM^oAri^A 1 !^^^?!^ ! 



COROLLARIUM 2 
167. Simili modo proposita formula dy = ^1 repentur 



estque 



EXEMPLUM 2 



168. 



Esfc ergo -0, -2, 
eat altera serie sumendo 



v 



2, a-1 efc 5 i; utendum igitur 



fitque 



- xx) 



etc. 



C-S,- D 



etc. 



Hinc ergo colligimus 



At integratio praebet 



qui yalores conveniunt, quia uterque evanescit posito x = l. 1 } 

COEOLLARIUM 1 

169. Cum autem haec series non convergat, nisi capiatur x>l, lioc 
autem casu formula 1/(1 xx) fiat imaginaria, haec series nullius est usus. 



1) Cum posito x = 1 seilei summa inflnita evadat, pro laoc ipsius x valore produetum seriei 
in "J/(l MX) evanescere non sequitur; cf. 166. L. S. 
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COKOLLARIUM 2 

170. Si proponatur dy = - - , eadem pro y series emergit per ]/ 1 
_.,-., .1 & y ucfl? i) 

multiplicata entque 

, 2 2-4 . 2-4-6 . , 



Posito autem x = erit dy^-f 1 -^ et w = (7 Arc. sin. w seu 

w y (1 MM) 



Arc. sin., 



libi sumi oportet C=0, quia series ilia . evanescit posito x = 00, ita ut sit 
2/ = Arc. sin. ~ , quae cum superiori [165] convenit statuendo ==w. 

EXEMPLUM 3 
171. Formulam du = ; dx hoc modo per seriein integrare. 

y(a+lx*) 

Est Me m = 1, 4, ^ == 1, y = 2 ideoque posito y = zY(a-\- bat) prior 

resolutio dat 

ulas + -Bic 6 + Ccc 9 + Dx ls + etc. 
existente 

^_i, *-^ A, C-^B. D- 
ita ut sit 



_ _ -- - - 

y ~\a baa^ 5.9a 3 5-9-13a 4 ^ 

Hie autem quoque altera resolutio locum habet ponendo 



+ etc. 
existente 



unde colligitur 

etc. a 



quarum serierum ilia evanescit posito = 0, haec vero posito x = 

LBOHHAHDI EUMM Opera omnia In Iiwfcitutiones calculi integralia 13 
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COROLLARIUM 1 

172. Differentia ergo harum duarum serierum est constans, scilicet 



a 5aa 5-9a a 5- 9 -13 a 

J 3_ - _^ 3 ' 7 - n .4-+ etc. 



etc. 

Const. 



OOEOLLAEIUM 2 
173. Has ergo binas series colligendo habebimus 



5 a 2 6V 5-9 
ubi, quicunque valor ipsi x tribuatur, pro G semper eadem quantitas obtinetur. 

COROLLARIUM 3 

174. Ita si a==l et 6 = 1, erit haec series in Y(l + a; 4 ) ducta semper 
constans, scilicet 



a; 3 5 a: 7 5 9 

Cum igitur posito a/ = 1 fiat 



huicque valori etiam ilia series, quicunque valor ipsi x tribuatur, est aequalis. 

COROLLARIUM 4 

175. Haec postrema series signis alternantibus procedens per differentias 
facile in aliam iisdern signis praeditam transformatur, unde eadem constans 



l) Series hac et sequente paragrapho consideratae non simul conrergunt, nisi valor abso- 
lutus ipsius x aequalis sit valori absolute quantitatis I/ -5- uon evanescente a-^lix*. L. S. 
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concluditur 

,1,1-3 ,1-3-6. 1-3-5-7 , - 



quae series satis cito convergit, eritque proximo G 



"1 S 



SCHOLION 

176. Ista methodus in hoc consistit, ut series quaedam indefinita fln- 
gatur erasque determinatio ex natura rei derivetur. Eius usus autem po- 
tissimuin cernitur in aequationibus differentialibus resolvendis; verum etiain 
in praesenti institute saepe utiliter adhibetur. Eiusdem quoque methodi ope 
quantitates transcendentes reciprocae, veluti exponentiales et sinus cosinusve 
angulorum, per series exprirmintur; quae etsi iam aliunde suit cognitae, 
tamen earum investigationem per integrationem exposuisse iuvabit, cum 
sitnili modo alia praeclara erui queant. 



PROBLEM! 14 

177. Quantitatem exponentialem y = a" in seriem converters. 

SOLDTIO 
Sumtis logarithmis kabemus ly = xla et differentiando 



sen - = 
y ax 



unde valorem ipsius y per seriem quaeri oportet. Cum autem integrale 
completum latius pateat, notetur nostro casu posito a;==0 fieri debere y 1; 
quare flugatur haec pro y series 



y = 1 + Ax + Bx* + Cv? + Da? 4- etc., 
unde fit 

dy_ _ ,4 _L 2^0; 4- St?*; 3 4- 4Do; 8 + etc., 



dx 
quibus substitutis in aequatione -^ yla = Q erit 

?a Ala Bla Gla DU 



13* 
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Mncque coefficientes ita determinants 



Cla etc. 



sicque consequimur 



quae est ipsa series notissima in Introductione 1 ) data. 

SCHOLION 

178. Pro sinibus et cosinibus angulorum ad differentialia secundi gradus 
est descendendum, ex quibus deinceps series integrals referens elici debet. 
Cum autem gemina integratio duplicem determinationem requirat, series ita 
est fingenda, ut duabus conditionibus ex natura rei petitis satisfaciat. Verum 
haec methodus etiam ad alias investigationes extenditur, quae adeo in quan- 
titatibus algebraicis versantur, a cuiusmodi exemplo hie inclioemus. 



PEOBLEMA 15 

179. Smc expressionem y = (x + Y(l + xx)) n in seriem secimdum Restates 
ipsius x progredientem convertere. 

80LUTIO 
Quia est ly nl(x + Y(l + xx)), erit 

dy ndx 



iam ad signum radicale tollendum sumantur quadrata; erit 

(1 + xx}dy* == nnyydx\ 
Aequatio sumto dx constante denuo differentietur, ut per 2dy diviso prodeat 



1) Introductw in malysin wfinUorum, t. I cap. VII; yide etiam notam p. 76. L. S. 
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unde y per seriem elici debet. Primo autem patet, si sit x = 0, fore y 1 
ac, si infinite parvum, y = (1 + x) n = 1 + w &. Fingatur ergo talis series 



y 1 + nx + Ax* + JSa 3 + (7z 4 + Dx 5 + J&c 6 + etc., 
ex qua colligitur 



= n + 2.40 + 3J?aj + 4tt 3 + 5D 4 + 6Ex 5 + etc. 
et 

2 A + 65^ + 12 Cxx + 20Do; 3 + 30 Eat + etc. 



Facta ergo substitntione adipiscinrar 

2 A + 6J5 + 12 Cxx + 20IV+ 80Eo?+ 42 Pa; 5 + etc.] 

+ 2A +65 +12(7 +20D 
+ n + 2A + 3B +4(7 + 5JD 
nn n* An* JBn s Cri 1 Dn 2 

hincque derivantur sequentes detefminationes 

A nn 7? M (**-0 n A(n-) JB(-9) , 
J.- , JJ- 2 3 , G= g-^ , -^= 4 . 5 etc., 

ita ut sit 

w(ww 1) (nn 9) 

. i l-ai ^ 6 -i 

26) , , , 

gT + etc - 



1 1-2-8-4-5-6 ' 1-2-3-4- 5-6. 7 

COEOLLAEIUM I 

180. Uti est y=(x-\- ]/(! + xx)}", si statuamus = ( x + 1/(1 
pro # similis series prodit, in qua cc tantum negative capitur; hinc ergo 
concluditur 

i = 1-1 x* 



1 1-2-3.4 ' 1-2-3-4-6' 

et 



I --,. 

"" --- 



1-2-3-4-5 1-2.3-4.5-6.7 



102_JJBMPEIOEK_P^ 

COEOLLARIUM 2 

181. Si ponatur *-V- 1 sin.<p, exit y(L + arc) - COB. y Mncqne 
y _ (cos. 9 + y- 1 - sin, 9)" = cos. ny. + V-l- sin. wy 

= (cos. <p - y 1 sin. <p) n - cos. ny - V 1 sin. w?>, 
unde deducimus 

sin. * 9 - sin. c^ - ^^ am. ,/ + ^^fe^ sin ' ^ 

MfnM-l)(MM-9)(M-25) gin _ , + etc< 
1-2-3-4-5-6-7 * 

OOROLLAEIUM 3 

182. Hae series ad multiplicationem angulorum pertinent atque hoc 
habent aingulare, quod prior tantum casibus, quibus n est numerus par, 
posterior vero, quibus est numerus hnpar, abrumpatur. 

PEOBLEMA 16 

183. Proposito angulo cp tarn eius sinum guam cosinum per seriem infini- 
tam expriwi&re. 

SOLUTIO 
Sit y = sin. <p et = cos. y ; erit 

dy = d(pV(\. yy] et dz 
Sumantur quadrata 

dy*=dcp s (l. yy) et 
differ eatietur sumto dy> constante fietque 

ddy = yd<f^ et 
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sicque y et ex eadem aequatione definiri oportet. Sed pro y = sin. <p ob- 

servandum est, si </> evanescat, fieri 2/=g>, pro ^==003.95, si y evanescat, fieri 
s = \~~(p(p seu # = 1 -f- Og>. Fingatur ergo 



y = y + A(f s + 5y 5 + Cy + etc., 
= 1 + 9 S + /?9) 4 -f j/y 6 + etc. 

fietque substitutione facta 

2 3^y + 4 5.B 3 + 6 7C+ etc. 



+ 1 + A + B = 

et 

1 2a + 3 4/3^ + 5 Gytf- + etc.l 

+ 1+ + /? i = ' 

unde colligimus 



1 ,, 8 ,. y 



unde series iam notissimae obtinentur 



Q3 7 



SOHOLION 



184. Non opus erat ad differentialia secundi gradus descendere, sed ex 
formularum y = sm.(p et ^ = 008.95 differentialibus, quae sunt dy = zdcp et 
dg == 2/^99, eaedem series facile reperiuntur. Fictis enirn seriebus ut ante 



<V + etc. et = 1 + ay 2 + /fy 4 + f/ + etc - 
substitutione facta obtinebitur ex priore 

1 + SAy* + 5 B^ +TCcp e -\- etc.l 



_ 

"i 
-1- a - ft - r 
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ex posteriore 

+ W + *Y<? + etc " n 



unde colliguntur hae determinationes 
' ~ 



7= etc. 
cc==: __ } . = -g-, -4~> - 5 6 7 

ideoque 



3.3.4 ' 



etc " 



qui valores cum praecedentibns conveniunt. Hinc intelligitur, quomodo saepe 
duae aequationes simul facilius per series evolvuntur, quam si alteram se- 
orsim tractare velimias. 

PROBLEMA 17 

185. Per seriem exprimere valorem qwmtitatis y, qui satisfaciat huic aeguationi 

mdy __ ndx 



SOLUTIO 
Integratio huius aequationis suppeditat 

2- 1 (V(a + lyy] + y yi)=^-l (V(f+gxx] + xVg) + C, 



unde deducimus 

nl/6 



constantes h et h ita capiendo, ut sit M == /! Hinc discimus, si x sumatur 
evanescens, fore 
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m Vg 



ay&v 

seu 



vel posito y A + Bx erit 

B 



ita ut constans J5 definiatur ex constants 



et vicissim 



"^AVb + y(a + & ,44) atque a ^"^ _ A Vl + y(a + bAA). 

\ y n/ 

Nunc ad seriem inveniendam aequatio proposita sumtis quadratis 

mm(f-{- gxx)dy 2 = nn(a + lyy}dy? 
denuo diflferentietur capto dx constante, ut facta divisione per 2dy prodeat 

mmddy(f-\- gxx) + mmgxdxdy nnbydx* = 0. 
lam pro y fingatur series 

y'= A + Bx + (V + Dx 3 + .Ex* + FX* + etc., 
qua substituta habebitur 

2mmfC+ GmmfDx -f IZmmfEx* + 2QmmfFx s + etc.- 

4- 2mmgC + QmmgD 

= 0. 
+ mmgB -}- 2mm gC + SmmgD 

nnlA nnl'B nnbC 

LBONHABDI EnLKM Opera omnia In Institutiones calculi integralis 
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Cum ergo A et B dentur, reliquae litterae ita determinants 



nnb-mmg R nnl-immg 

~~-*' 



nnb- 
" i-bmmf ' 

mg ^ 

' 7-8mmf 



sicqae series pro f/ erit cognita. 

EXEMPLUM 1 

186. Functionem transcendentem c^ ''^" per seriem secundum potestates ipsius 
x progredientem eovprimere. 

Ponatur ^/ = c Al0 ' Bin - " 5 erit ly == ?c- Arc. sin. a; et = 



et differentiando 

xx) xdxdy ydx\ltf = 0. 



Observetur iam posito x evanescente fore y = (? = 1 + ^^; Mnc fingatnr 

series 

Ca; 1 + Da; 5 + etc., 



qua substituta habebitur 

1 - 24 + 2 3Bx + 3 kCx* + 4 5IV + 5 

1-2.4 2-3.B 3-4(7 

= 0, 
Ic 24 3J5 4(7 

^7 \ 9 /7\*l ^/7^9 ^^ /7 \2 /"K/7 \2 
I// 1 ! - . I / /*! yl I / /** I -^^ f~t ( I f\ x I i/// 1 ) 

unde reliqui coefficientes ita definiuntur 

4 = 3 j (7 = - - 4, i == - - C etc., 

1-2 3-4 5-6 

^- D etc. 
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Sit brevitatis gratia lc = y eritque 

^.u,., _ i + ya . + rr_^ , y(i+yy) , , yy(* + yy)^ 

^ / ~l-2 ~ 1-2-3 ~ 1-2-3-4 





^ .-.- X " 1 



1.2-3.4-5 1-2- 3- 4.5-6" > 

EXEMPLUM 2 

187. Posito x = sin. c/) invenire seriem secundum potestates ipsius x progre- 
dientem, guae sinum anguli nq> exprimat. 

Ponatur y ain.n(f> ac notetur evaneseente <p fieri x = y> et y = nq> nx, 
hoc est / == + nx > quod est seriei quaesitae initium. Nunc autera est 

, dx , 

et 



Ergo 

dy _ ndx 



et sumtis quadratis 

(1 xx}clif = nndx?(l yy), 
lime 

a; 03) xdxdy + nnydx s <= 0. 



Quare fingatur haec series 

y = nx + Ay? 4- Bx 6 + Co? + D* 9 + etc. ; 
qua substituta habebitur 

2-3Ax + 4-5JS^ 3 + 6-7 (7 s + 8-9Da; 7 + e ^- 

_ 2 -3^ 4-55 6-7(7 
- 3-4 - 55 - 1C 

+ nnB 4 



unde hae determinationes colliguntur 

etc., 



6>7 

14* 
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ita ut sit 
sive 



SCHOLION 



188. Quia haec series tantum casibus, quibus n est numerus impar, ab- 
rumpitur, pro paribus notandum est seriem commode exprimi posse per pro- 
ductum ex sin. 9? in aliam seriem secundmn cosinus ipsius y potestates pro- 
gredientem. A.d quam inveniendam ponamus cos. y = u sitque 



sin. 
unde ob 



erit differentiando 

OS. MGP ,-,//-. \ ZUdu 



]/(l-t) I/(!-MM) 

sen 



quae sumto du constante denuo differentiata dat 

n.ny = ^ _ u ^ _ 

V ! 



L MM) 

sin. w<p 



Quocirca series quaesita pro g = flin ex hac aequatione erui debet 
dde(l MW) ~ Sududs adu^ -\- nngdu* = 0, . 



ubi notandum est, quia M=COS. cp, evanescente u, quo casu fit <p 90, fore 
vel = 0, si n numerus par, vel = 1, si = 4 + l) vel = 1, si 
% = 4 1. Qui singuli casus seorsim sunt evolvendi; et quo principium 
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cuiusque seriei pateat, sit 95 = 90 to et evanescente co fit cos. y = w, 
sin. tp = 1 , sin. y = sin. (90 n o) = g. Nunc pro casibus singling 

I. si n = 4cc, fit ^ = sin.to== w 

II. si = 4c + l, fit s= cos.co= 1 

III. . si n = 4a + 2, fit $ = sin. nco == + w 

IV. siw 4o + 3, fit = cos.%co = 1, 

unde series iam satis notae deducuntur. 



OAPUT IV 

DE INTEGlRATIOffl EORMTJLARUM 
LOaARITHMIOARUM ET EXPONENTIALIUM 

PROBLBMA 18 

189. Si X designet functionem algebraicam ipsius x, invenire integrate formulae 
Xdxlx. 

SOLUTIO 

Quaeratur integrate J'Xdx, quod sit == Z, et cum quantitatis Zlx differen- 
tials sit d Zlx -{, erit 



ideoque 

fdZla} ^fXdxlx 

Sicque integratio formulae propositae reducta est ad integrationem huius 
^^, quae, si Z fuerit functio algebraica ipsius x, non amplius logarithmum 

SJ s^ 

involvit ideoque per praecedentes regulas tractari poterit. Sin autem / Xdx 
algebraice exhiberi nequeat, Iliac nihil subsidii nascitur expedietque indica- 
tione integralis Cxdxlx acquiescere eiusque valorem per approximationem 
investigare. 

Nisi forte sit X = , quo casu manifesto dat 
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OOROLLARIUM 1 

190. Eodem modo, si denotante V functionem quamcunque ipsius x 
proposita sit formula XdxlV, erit existente CXdx = Z ems integrals 
= ZlVj-^y- sicque ad formulam algebraicam reducitur, si modo Z alge- 
braice detur. 

COROLLAEIUM 2 

191. Pro casu singulari -^loc. notare licet, si posito lx = u fuerit U 



ftmctio quaecunque algebraica ipsius u, integrationem huius formulae non 
fore difflcilem, quia ob ~^- = du abit in Udu, cuius integratio ad praecedentia 
capita refertur. 

SCFOLION 
192. Haec rednctio innititur isti fundamento, quod, cum sit 

d.xy = ydx -\- xdy, 
hinc vicissim fiat xy =Cydx -\-Jxdy ideoque 

fydx = xy fxdy, 

ita ut hoc modo in genere integratio formulae ydx ad integrationem formulae 
xdy reducatur. Quodsi ergo proposita quacunque formula Vdx functio 7 
in duos factor es, puta V=PQ, resolvi queat, ita ut integrale J'Pdx ='8 as- 
signari queat, ob Pdx = dS erit Vdx = PQdx=~ QdS hincque 



fVdx=QS-fSdQ. 

Huiusmodi reductio insignem usurn affert, cum formula JSdQ simplicior 
fuerit quam proposita fVdx eaque insuper simili modo ad simpliciorem re- 
duci queat. Interdum etiam commode evenit, ut hac methodo tandem ad 
formulam propositae similem perveniatur, quo casu integratio pariter obti- 
netur. Veluti si ulteriori reductione inveniremus j'SdQ = T + nJ'Vdx, foret 
utique fVdx = QS TnfVdx hincque 

r ^., QS-T 
/ Vdx = % rT -- 

J n + l 
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Turn igitur tails reductio insignem praestat usum, cum yel ad formulam 
simpliciorem vel ad eandem perducit. Atque ex hoc principle praecipuos 
casus, quibus formula Xdxlx vel integrationem admittit vel per seriem 
commode exhiberi potest, evolvamus. 

BXEMPLUM 1 

193. Formulae differentiates ofdxlx integrate invenire denotante n numerum 
quemcmqw, 

Cum sit fx n dx = - i (o n ' 1 , erit 

- ^ +1( *- lx 



w+ 



n+lJ n+: 
ideoque 

/ x n dxlx rT^"" 1 " (1% r~ 

J n+1 \ n + 

Sicque haec formula absolute est integrabilis. 

COEOLLAEIUM 1 

194. Casus simpliciores, quibus n est numerus integer sive positivus sive 
negativus, tenuisse iuvabit 

r -, 7 7 Cdx , 1,1 

dxlx = (clx x, I lx lx , 

J J xx xx 

1 



/I 1 fdx 1 

2 4 ' J x 3 2x 

f Mala- \aHx-\J, j^^-~~~ 



^' 



4 16 ' J x b ix* 16rB 4 ' 



COEOLLABIUM 2 

195. Casum J~-~-l% = yG^) 2 ) 1 l ii est omnino singularis, iam supra anno- 
tavimus, sequitur vero etiam ex reductione ad eandem formulam. Namque 
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per superiorem reductionem habenaus 



bincque 2^ = (7#) 2 , consequenter 

/dx 7 1 n \2 

-l^~(lx}\ 



EXEMPLUM 2 

196. Formulae ^r^^ integrate per seriem exprimere, 
Eeductione ante adbibita parum lucramur; prodit enim 

C dx ^ 7 1 7 Cdx 7 1 

/ ix = i ix i LZ 

J 1x 1x J x l x 

Cum autem sit 
erit 



' + 6tc - 



ideoque 



quod integrals evanescit casu o? = 0; etsi euim Ix turn in inflnitum abit, 
t ame n ^fzrs==^ + Y^ 2 + y^ 8 etc - ita evanescit, ut, etiam si per Ix mul- 
tiplicetur, in nihilum abeat; est enim in genere x n lx = Q posito x=>0, dum n 
numerus positivus. 

COROLLARIUM 1 
197. Si ponamus l x = u, fit 

dx , ?M 7rt v du 1 1 



-- -- 

1X U V ^ Ml W 

ideoque 

+ T^ + i w3 + T^ + ^5^ + etc ' ; 

LEONHAKDI BULBRI Opera oninia In Institutiones calculi integralis 16 
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quae ut etiam casu # = seu w = l evanescat, capi debet 



COEOLLAEIUM 2 

198. Sumto ergo l-rx = u seu x -M = l aequales erunt inter se hae 



expressiones 

x 



IK lu x -o? ^ 8 * 4 - etc. 



== _I^ + M + 1^ + 1^+^^ + etc. 
seu erit 

}-?. ZM -.+ + j(*'' + l ) + 1 (' + *") rl-^^ + **) + etc ' 

OOEOLLARIUM 3 

199. Haec series maxime convergit ponendo x == u = y| hoc ergo casu 
habebimus 



Hiiius ergo seriei 



summa habetur rum solum casu # = 1, quo est = , sed etiam casu x y, 
quo est =^,n* yG^) 2 - 

COROLLAEIUM 4 
200. Si ponamus x y et u = y, erit huius seriei 

. , 5 , 9 . 17 . 33 , 65 

+ 



4. 16 3 6. 25 g a. 36 
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cuus 
seriei 



terminus generalis =^^, summa = |rc 2 - Z3-Z-|-, neque vero hinc 

4 



binos casus a; = 4- et a? = 4- seorsim summare licet. 

o o 

EXEMPLTIM 3 
201. Formulae dx ,lx integrate invenire idemque in seriem convertere. 

(1 x) 



Cum sit 7 = ^, erit 



at ob ^-(i^^ + ^b fit 

f da; , , , 1 

/ 7 ^r = 4o; + fr; 

J *(!*) l- 

unde colligimus integrale 

die j lx , 7 ! 



ita sumtum, ut evanescat posito a; = 0. 

lam pro serie commodissime iuvenienda statuatur 1 x = u et nostra 
formula fit 



UU MM * 

Quocirca integrando nanciscimur 



quae expressio ut etiam evanescat iacto o; = seu M = l, oportet sit 
. _ J_ _ JL _ J_ _ -L- - etc. - - 1. 

1-2 2-3 3-4 4-5 

15* 
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Quare ob = 1 M obtinebimus 



2-3 



COROLLABIUM 1 



202. Simili modo si dy = f-Z- - , erit 

yw i 



at posito w = a;o; fit 

r__!^L_ = 4 r_^_ 
/(l-M)y~ Jl-aac 

Ergo 

j,. 2 

J 
At quia per seriem 



COROLLABIUM 2 
203. Si ergo multipliceinus per ^, adipiscimur 



quae summa est etiam 



Quare sumto * = ! ob (1 Yu}l(l YU) == erit 



erit etiam 

- uu ^l 7 * 6 ^ 3 ^ + etc - 
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PKOBLEMA 19 

204. Si P denotet functionem ipsius x, invenire integrate buius formulae 



SOLUTIO 
Per reductionem supra monstratam fit 



y 
Hinc, si sit =Q, erit simili modo 



Quo modo si ulterius progredimur haecque integralia capere liceat 



obtinebimus integrals quaesitum 



ac si exponens n fuerit nnmerus integer positivus, integrals forma flnita 
exprimetur. 

EXEMPLUM 1 
205. Formulae x m dx(lxf integrals assignare. 

Hie est w = 2 et P = -^I, hinc 

Q == ^ et E = 

unde colligimus 



+ 



quod integrale evanescit posito x = 0, dum sit m + 1 > 0. 
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COEOLLARTUM 1 

206. Hinc posito a?=l fit fx m dx(lxf = ^^. Ex praecedentibus autem 
patet, si formula faTdxl* ita integretur, ut evanescat posito '0 = 0, 
turn facto x = 1 fieri fx m dxlx=* ^'f^' 

COROLLARIUM 2 

207. At si sit =-!, ut habeatur ~(lxf, erit eius integrate 



qui solus casus ex formula generali est excipiendus. 

EXEMPLUM 2 
208. Formulae x m ~ l dx(lxf integrak assignare. 

Hie est n = B et P=^, Mnc 

yw/n />^n* -y;^ " 

,^ IK -n __ ^_ pj. a ^_ 

unde integrate quaesitum fit 



quod integrate evanescit posito 05 = 6, dum sit m > 0. 

COROLLAEIUM 1 . . 

209. Quod si integrali ita sumto, ut evanescat posito x = 0, turn po- 
natur x = 1, erit - - 



et 



w 
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COEOLLARIUM 2 

210. Casu autem w = erit integrale f~-W-^W> <l uod ita de ' 
terminari nequit, ut evanescat posito x = 0; oporteret enim constantem infi- 
nitam adiici. Hoc autem integrale eyanescit posito # = 1. 

BXBMPLTJM 3 

211. Formulae x m - l dx(lx) n integrale assignare. 

Cum hie sit J? = ^- , erit 



Hinc integrale CLuaesitum prodit 



Casu autem m = est 

J X ^ ' + 1 

COROLLARIUM 1 

212. Si w>0, integrale assignatum evanescit posito x=>Q; deinceps 
ergo si sumatur 03 = !, erit integrale 

C - / 1 2 3 n 

ubi signum + valet, si n sit numerus par, inferius vero, si n impar. 

COROLLARIUM 2 

213. Haec ergo ambiguitas tollitur, si loco Ix scribatur -Z^; turn 
enim integratione eodem modo instituta positoque x = l fiet 
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SCHOLION 

214. Si exponens n sit numerus fractus, integrals inventum per seriem 
infinitam exprimitur; veluti si sit n = y, reperitur 

f^ _ or (-L- + -i + _1J + -1^ + etc.) , 
J yix V-J/ZJB aw^a;)* im^a;) 1 8**(la;) T 

quae etiam, quatenus initio as ab ad 1 crescere sumitur, hoc modo reprae- 
sentari potest 

rx m ~ l d(c x m ( 1 , 1 , __ 1^3_ 1-3-5 . \ 

J -TTT~ = 7 ("m + 2^ 2 I^ + 4*n a '(iaO' "^ 8w 4 (Za;) 3 "^ BUU / ' 



' 

Si esponens n sit negativus, etsi integer, tamen integrate inventum in in- 
finitum progredietur; veruna hoc casu alia ratione integrationem instituere 
licet, qua tandem reducitur ad huiusmodi formulam J-j-, cuius integratio 
nullo modo simplicior reddi potest. Hanc ergo reductionem sequenti proble- 
mate docearnus. 



PE-OBLBMA 20 



215. Integrationem Jvuius formulae dy = -^ continue ad formulas simpli- 
ciores reducere. 

SOLUTIO 
Formula proposita ita repraesentetur 

dy Xx ,, .., 
J x(lx) n 

i r dx i I 

et cum sit / - - = - T-T , erit 

J x(lx) n (nl)(lxf- l> 

Xx 1 f 1 ,, v 

y = (n-l)^*)- 1 + t=I J (^p" 1 ' *( JLX )' 

Quare si ponamus continuo 

' etc., 
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erit hanc reductionem continuando 

-Xx Px Qx etc 

- 8 



donee tandem perveniatur ad hanc integralem 

1 rvdx 

ita ut, quoties n merit numerus integer positivus, integratio tandem ad 
huiusmodi formulam perducatur. 

EXEMPLUM 1 

216. Formulae differentiate dy = ^j^ integrale investigare. 
Hie est n = 2 et X = o;"'- 1 , unde fit P^maf 1 - 1 , hincqtie integrale 

Cx m ~ 1 dx x m . m Ci 

y I n \9~ l r T i 

*J i ( I ff\* / / y*i/ 

t/ I V Ji/ J v%L/ JL tX 



IX 
v \ / 

..i-l. 



At formulae x ' la . dx integrale exMberi nequit, nisi casu w=0, quo fit 
L = Ux. Yerum si m = 0, formulae propositae integratio ne hinc quidem 



pendet; fit enim absolute 

dx 

^( 






EXEMPLUM 2 

217. Formulae differentiate dy = f^- integrale investigare casibus, quibus 
n est numerus integer positivus. 

Cum sit Z = o? m " 1 , erit 

^ d.Xx 



dx 
turn vero 

dx 

LEOOTABPI EULBBI Opera omnia In Inatituticmes calculi integralis 16 



Quare integrale hinc ita formabitur, ut sit 

1 , m m 

/A.m-l/7^ X m 

* - J W~ " ~ C^^)^)" 1 "^ 1 ^ 



la 



COKOLIAR1UM 

218. Pro ergo successive numeros 1, 2, 3, 4 etc. substituendo habe- 
bimus istas reductiones 



_o;^_ , _t_ / 
ZaT i J 



ra m ~ 1 dx x m _ inx m ___ ' n ^ n __ \ __ m * C 00 

J "(Z^" = ~~ '3^ ~" 8^2^*... 3 2 1 lx ~T~ 3 2 - 1 J 



Ix 



SCHOLION 

219. 1 ) Hae. ergo integrationes pendent a formula f^-j^, q. uae P osito 
y^^g ob a; u '" 1 diK = dz et Z = Is reducitur ad hanc simplicissimam for- 

771 Wl 1 'AT* 

mam j ^; cuius integrale si assignari posset, amplissimuin usum in Analysi 
esset allatirram, verum nullis adhuc artiflciis neque per logarithmos neque 
angulos eshiberi potuit; quomodo autem per seriem exprimi possit, infra 
ostendemus ( 228). Yidetur ergo haec formula f~ singularem speciem 
functionum transcendentium suppeditaxe, quae utique accuratiorem evolutio- 
nem meretur. Eaclem autein quantitas trans cendens in integrationibus for- 
mularum exponentialium frequenter occurrit, quas in hoc capite tractare 
instituimus, propterea quod cum logarithmicis tarn arete cohaerent, ut 
alterum genus facile in alteram converti possit; veluti ipsa formula modo 



1) Of. LAURENTII MASOBEROSII A&notatimcs ad Oalculum integralem EULERI, Ticinil790 1792; 
Tide praecipue adnotationem I partis prioris uec non in altera parte adnotationem alteram ad 
cap. IV sect. I. Quas Adnotationes adiecimus yolumini .aecundo Institutionwm -Galculi integrates; 
LEOXSARAI -EvLERi Opera omnia, series I, vol. 12. L. S. 
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considerata -^ posito lz = x, ut sit z = e* et ds = e*dx, transformatur in 
hanc exponentialem e ~, cuius ergo integratio aeque est abscondita. For- 
mulas igitur tractabiles evolvamus et huiusmodi quidem, quae non obvia 
substitutione ad formam algebraicam reduci possunt. Yeluti si V fuerit 
functio quaecunque ipsius v sitque v = a*, formula Vdx ob x = ^ et 
dx^JJflL a bit in J-, quae ratione variabilis .v est algebraica. Hniusmodi 

ergo formulas *** , qnippe quae posito a*=v nihil habent difficultatis, 
nine excludimus. 



PBOBLEMA. 21 

220. Formulae differentialis afXdx denotante X functionem quamcmque 
^psi^ls x integrate investigare. 

SOLUTIO 1 

Cum sit d.a x =a x dxla, erit vicissim ftfdx^^-a*; quare si formula 
proposita in hos factores resolvatur X-a x dx, habebitur per reductionem 



fa'Xdx = a*X-fa 
Quodsi ulterius ponamus dX=Pdx, ut sit 



prodibit haec reductio 



Si porro ponamus dP = Q'dx,. Habebitur haec reductio 



sicque ulterius ponendo dQ = Mdx, dR = 8dx etc. progredi licet, donee ad 
formulam vel integrabilem vel in suo genere simplicissimarn perveniatur. 

16* 
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SOLUTIO 2 
Alio modo resolutio formulae in factores institui potest; ponatur 

fXdx^P seu Xdx=>dP 
et formula ita relata <f-dP habebitur 

fa*Xdx = cfP lafa*Pdx; 

simili modo si ponamus CPdx = Q, obtinebimus 

a*P la-a x Q + la)*a* Qdx. 



Ponamus porro J*Qdx = B et consequimur 

(la? a*E (la)*fa* 



hocque modo, quousque lubuerit, progredi licet, donee ad formulam vel inte- 
gralDilem vel in suo genere simplicissimam perveniamus. 

COEOLLAEIUM 1 

221. Priori solutions semper uti licet, quia functiones P, Q, R etc. per 
differentiationem functionis X eliciuntur, dum est 

D dX n dP dQ , 

P = -T- . V = T . -" = ~j~~ etC> 

dx' ^ dx Ax 

Quare si X fuerit functio rationalis integra, tandem ad formulam pervenietur 
J*a x dx = ^ a* ideoque his casibus integrale absolute exhiberi potest. 

COBOLLIRIUM 2 

222. Altera solutio locum non invenit, nisi formulae Xdx integrale P 
assignari queat; neque etiam earn continuare licet, nisi quatenus sequentes 
integrationes 

fPdx^Q, fQdx = B etc. 
succedunt. 
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EXEMPLUM 1 

223. Formulae a x x n dx integrals definire denotante n numerum integrum 
positivum. 

Cum sit X = af, solutione prima utentes habebimus 

f<fx n dx ~ a x x n -^-fa x x n - 1 dx; 

hinc ponendo pro n successive numeros 0, 1, 2, 3 etc., quia primo casu inte- 
gratio constat, sequentia integralia eruemus 

d* =a*, 






etc., 
unde in genere pro quovis exponente n concludiinus 



ad quam expressioaem insuper constantem arbitrariam adiici oportet, ut in- 
tegrale completum obtineatur. 

COEOLLA.RIUM 
224. Si integrale ita determinari debeat, ut evanescat posito = 0, erit 

te -a*-, 



-2 3- 2- 1\ 3-2-1 

~' + W 



etc. 
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EXEMPLUM 2 
225. Formulae ^- integrak inv'estigare, si quidem "n denotet numerum 

CC 

integrum positivum. 

Hie commode altera solutione utemur, ubi, cum sit X = , erit 






Mncque resultat ista reductio 

da; __ a? , la Ca x dx 
tf> w-la;"- 1 """ n-1 J a;"- 1 



Perspicuum igitur est posito n = \ hinc nihil concludi posse; qui est ipse 
casus supra memoratus f^~- singularem speciem transcendentium functionum 
complectens, qua admissa integralia sequentium casuum exhibere poterimus: 

/a x dx n a x la fa x dx 
_ r _ ==G ____ + _j ^ , 

fa x dx _ r __ <_ _ a x la . (la)* i'a?dx_ 
J^x r ~~ ly? 2- la; "*" 2-1 J x ' 

f affix r _ a^ _ a?la_ __ a*(?a) 2 , (l^_ C<fd* 
J x * ~ 3x* 3.2a; 2 '3-2 Ix ~*~ 3~ 2 1 J x ' 

unde in genere colligimus 

d _ .o _ o' *' 

~ - 



____ 
(n -!)(- 2) a;"- 8 (-l)(w-2)(w-3)a; 



- 3 



__ 
(n - l)(w 2) 1* "" ( I)(n 2) 



COEOLLAEIUM 1 

226. Admissa ergo quantitate transcendente f^~ hanc formulam 
cfx m dx integrare poterimus, sive exponens m fuerit numerus integer positivus 
sive negativus. Illis quidem casibus integratio ab ista nova quantitate 
transcendente non pendet. 
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COBOLIARIUM 2 

227. At si m fuerit fractus numerus, neutra solutio negotium coiificit, 
sed utraque seriem infmitam pro integral! exhibet. Veluti si sit m = -^, 
habeBimus ex priore 

?dx J 1 , 1 , 1-3 , l-8-6_ , , 



ex posteriore autem 



SCHOLION 1 



228. 1 ) Hinc quantitas transcendens f^- per seriem exprimi potest 
secundum potestates ipsius x progredientem. Cum enim sit 



1-2 

erit 



ac si pro a sumamus numerum, cuius logarithmus hyperbolicus est unitas, 
quern numerum littera e indicemus, habebimus 






8"l-2-8 4 l-2 -3-4 



etc. 



Atque.hinc etiam ponendo e* = z, ut sit a Is, formulam supra memoratam 
-**- per seriem integrate poterimus: 



1) Of. MASCHERONII adnotationem I partis prioris; vide notarn p. 122. L. S. 



128 






quod integrate si debeat eyanescere sumto * - 0, constans fit infinita^) unde 
pro reliquis casibus nihil concmdi potest. Idem incommodum locum habet, 
si evanescens reddamus casu ,-1, quia H,-K> fit infinitum Caeterum 
patet, si integrate sit reale pro valoribus ipsius unitate mmoribus, ubi li 
est negativus, turn pro valoribus unitate maioribus fieri imagmarium et vi- 
cissim Hinc ergo natura huius functionis transcendentis parurn cognosatur. 

SCHOLION 2 

229 Quando vel integratio non succedit vel series ante inventae minus 
idoneae videntur, Mnc quantitatem <f in seriem resolvendo statim sine alus 
subsidiis formulae a'Zdai integrate per seriem exhiberi potest; ent emm 



* + etc " 

Ita, si sit X = of , habebitur 



x 

ubi notandum, si fuerit numerus integer negativus, puta n *, loco ^-^ 
scribi debere Za;. 

EXEMPLUM 3 
230. Formulae -^ integrate per seriem inftnitam escprimere. 

1 iC 

Per priorem solutionem obtinemus ob X = ^^ 

dX 1 _^_J^_ ^==^ = 1^ etc. 

---- ^ 



hincque sequentem seriem 

Cards .( l 1 i 1'2 A^lg 

J 11^ = a 1(1^)^ ~ (T^)^F + (l-x)\U}* (l-xy(la) 



1) DemonstraTit L. MASCHBRONI in prima Adnotationum (vide notam p. 122), si ponatur pro 
valoribus ipsius e non negativis unitate minoribus 

de AJ-lf 7^ 4. " 4- i (U ? 4- - -S^L + etc 
77 = 4 + K-^) + T + Tr72+ 3 1.2-3 + etC< 

integi-ali evanescente sumto = 0, constantem A habere valorem 0,577216664901532--, qui valor 
Constans MASCUEROfiiAHA vocari solet. L. S. 
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Aliae series reperiuntur, si vel a" vel fractio ^^ in seriem evolvatur. Com- 
modissima autem videtur, quae seriem fingendo eruitur; brevitatis gratia pro 

e x dx 

a sumamus numerum e, ut Je = l, ac statuatur dy = Y^x seu 

"V f-\ \ 1 rf _ . pfp 

dx ( > 1-2 1-2- 3 1-2-3-4 

iam pro y fingatur haec series 

y= j -^^ = A + Bx + Cx* + Do; 3 + JEta* + JF 5 + etc. 

eritque facta substitutione 

- 3J)o; 2 + 4-EJo; 3 + 5jPo;* + etc. 



5 2(7 3D 4J7 =Qj 

_i_ 1 _ 1 _ 1 _ 1. 

2 6 24 



unde eliciuntur istae determinationes 



etc. 



PEOBLBMi 22 

231. Formulae differentialis dy = x nx dx integrals, investigate ac per seriem 
infinitam exprimere. 

SOLUTIO 

Commodius hoc praestari nequit, quam ut formula expouentialis x n * in 
seriem infinitam convertatur, quae est 

. n*x\lx? . nW(lxy , n 4 x\lx^ , 

- + + + etc " 
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qua per 



dx multiplicata et singulis terminis integratis erit 



Cdx = x, 

(*-,-, aft 1 ^ 

J xaxlx =00 ^y ~~2V' 



etc. 



Quare si hae series substitnantur et secimdum potestates ipsius Ix dispo- 
nantur, integrate qnaesitmn exprimetur per has innumerabiles series mfimtas 



, natlx (1 nx n*x* _ nV , M 1 .^ _ flt \ 
H -- i - \2i~"8 T " t " 4 s 5 4 """ 6 5 7 

+ - - ^ + "^ - etc.) 



nx , wV __ wV , w^ ___ etc 
S 2 "" 1 " 6 3 7* ^ 8 6 

etc., 



quod integrate ita est sumtum, ut evanescat posito a; 



COEOLLAKIUM 



232. Hac ergo lege instituta integratione si ponatur x = l, valor inte- 
gralis fsc nx dx huic seriei aequatur 



w , w 2 



quae ob concinnitatem terminorum ornnino est notatu digna. 
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SCHOLION 
233. Eodem modo reperitur integrale huius formulae 

y -fx'Wx -f*-dx (l + nxl* + n ^f + ^|f + etc.) ; 
erit singulis terminis integrandis 



/ 
8 

r-r 
J x 



etc. 

Quodsi ergo integrale ita determinetur, ut evanescat posito x = 0, turn vero 
statiaatur a; = 1, pro hoc casu valor formulae integralis J x nx x m dx exprimetur 
hac serie satis memorabili 



nn 



quae, uti manifestum est, locum habere nequit, quo ties m est numerus integer 
negativus. 

Alia exempla formularum esponentialium non adiungo, quia plerumque 
integralia nimis inconcinne exprimuntur, methodus autem eas tractandi hie 
sufficienter est exposita. Interim tamen singularem attentionem merentur 
formulae integrationem absolute admittentes, quae in hac forma continentur 
e*(dP-\- Pdx), cuius integrale manifesto est e?P. Huiusmodi autem casibus 
difficile est regulas traders integrale inveniendi et coniecturae plerumque 
plurimum est tribuendum. Veluti si proponeretnr haec formula 



17* 
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facile est suspicari iutegrale, si datur, talem formam esse habiturum 

e*e _ 
T+x' 

Huius ergo differentiate 

. 

' 
cum illo comparatum dat 



a;) 

i statim patet ease *-l, quod, nisi per se pateret, ex regulis difflculter 
cognosceretnr. Quare transeo ad alterum genus formularum transcendentmm lam 
in Analysin receptarum, quae vel angulos vel sinus tangentesve angulorum 
complectuntur. 



GAPUT Y 

DE INTEGRATION FORMULARUM 

ANGttJLOS 8INUSYE ANCTLORUM IMPLICANTIUM 1 ) 

PEOBLEMA 23 

234. Proposita formula differ entiali Xd x Aug. sin. a; 8 ) eius integrale investigare. 

SOLUTIO 

Cum sit , 

d. Ang. sin. x = x , 



formula proposita ita in factores discerpatur Ang. sin. x Xdx. Si iam Xdx 
integrationem patiatur sitque fXdx = P, erit nostrum integrals 



. sin. x = P Ang. sin. x - 

itaque opus reductum est ad integrationem formulae algebraicae, pro qua 
supra praecepta sunt tradita. 

Caeterum si fuerit X = - r -^ - , manifestum est integrale fore 

y(i xx) 

C ^ Ang. gin. x = - (Ang. sin. xf, 
<J y(\ xx) 2 

quo solo casu quaclratum anguli in integrale ingreditur. 

1) Of. MASOHBRONII adnotationem II ad cap. V sect. I; vide notam p. 122. L. S. 

2) Ang. sin. x, Ang. cos. x etc. idem significant quod Arc. sin. a;, Arc. cos, # etc, L. S. 



134 B 



EXEMPLUM 1 

235. Hone formulam dy = tfdxKng.sm.x integrare. 
Cum sit . , 



habebimus 

fl.n+1 1 /" * M+1 

=== - Ang.sm.oj -- / rrr 
J -- wl^ l 



Hinc pro variis valoribus ipsius n erunt integralia ope 120 eruta, ut se- 
quentur 

Jda;Ang.sin.i=a; Ang. sin x + V(l aso;) 1 , 
<ia!Aiig.Biii.a! jaj*Ang.Biii.a! + j asVCl - &*) - -j Aug. sin.*, 

. sin.a; = a; 3 Ang. sin. + 3 + f ) V(l ) y ' y ' 

^)-^ 



quae ita sunt sumta, ut evanescant posito o;==0. 



EXEMPLUM 2 



236. Sawc formulam dy = - Ang. sin. integrare. 

y (i #&) 

Cum sit 



exit integrale quaesitum 



sicque habebitur 

w == . xx Aug. sin. a; = G 1/(1 xx) Ang. sin. 05 + x. 
J 7(1 a; a;) 
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EXEMPLTJM 3 

237. Hone formulam dy = ^^ Ang. sin. a; integrare. 

(1 o;a;)t 

Hie est 

p _ /* tZa; __ a; 

~~V (1 )* ~~ 1/(1 - as;)' 

unde fit 

x . /* #<?# 

w = -- Ang. sin. a; / - 
u y(i-a!) J l-xx 

seu 

= T ^__ Aug. sin. = -y-^ - Ang. sin. x ^ + I V(l ) , 

* ^ (!-)* /(l-OT) 

quod integrale evanescit posito a; = 0. 

SOHOLION 

238. Simili modo integrator formula dy *=> Xdx Ang. cos. x. Cum enim sit 

, . dx 

d. Ang. cos. x = 

& 

si ponamus CXdx = P, erit 



Quin etiam si proponatur formula dy = XetaAng.tang.o;, quia est 

dx 



posito fXdx = P erit hoc integrale 

f f 

y~=JXdx Ang. tang, x = P Ang. tang, a; J - 



Quoties ergo /"Xda! algebraice dari potest, toties integratio reducitur 
ad formulam algebraicam sicque negotium confectum est habendum. Cum 
igitur in Ms formulis angulus, cuius sinus, cosinus vel tangens erat == x, 
inesset, consideremus etiam eiusmodi formulas, in quas quadratum huius 
anguli altiorve potestas ingreditur. 
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239 ~ 241 



PBOBLEMA 24 

239. Derco^ y angulwn, cuius sinus tangensve est functio guaedam ipsius x, 
unde fiat dtp = udx, propositaque sit liaec formula dy = Xdx <f, quam integrare 
oporteat. 

SOLUTIO 
Sit fXdx = P, ut habeamus dy = y> n dP, eritque integrando 



lam simili modo sit fPudx = Q; erit 

i/ 

ftp"- 1 Pud* = y"- 1 ^ - ( - l}f(p n -* 
turn posito CQudx = JB erit 



Hocque inodo potestas anguli y continuo deprimitur, donee tandem ad for- 
niulam ab angulo (p liberam perveniatur; id quod semper eveniet, dummodo 
n sit numerus integer positivus et haec integralia continuo sumere liceat 



R etc., 
quae integrationes si non succedant, frustra integratio suscipitur. 

BXEMPLTJM 

240. Sit (f angulus, cuius sinus = x, ut sit dcp = -j - -; integrare formu- 

l/(_l ~~~ XOGj 

lam dy = (p n dx. 
Erit ergo 



f , Rdx =Y(l-xx), T=x etc., 
J ixx 
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quibus valoribus inyentis reperietur 

y =J*(p n d:K = y n x + n(p n ~ i y(\. xx) n(n 
n(n 1)0 2)y"- 3 ]/(l xas) + etc. 
Pro variis ergo valoribus exponentis n habebimus 

dx = (f x + 1/(1 xx) 1, 

<Z0 = (p*x + 2 y ]/(! xx) 2 1 x , 

xx) 3 2(px 3 2 



etc. 
integralibus ita determinatis, ut evanescant posito x = 0. 

SCEOLION 

241. Si sit Xdx = udx = dy>, formulae cp n d(p integrals est ^rr^ 1 
similique rnodo si fuerit < functio quaecunque anguliy, formulae <&udx = 
integratio nib.il habet difficultatis. Multo latins patent formulae sinus cosinusve 
angulorum et tangentes iinplicantes, quarum integratio per universam Analysin 
amplissimum habet usum, cum praecipue Theoria Astronomiae ad Imiusmodi 
formulas sit reducta. Prima autem fundamenta peti debent ex calculo diffe- 
rential! ; unde cum sit 

d.cos. n<p = nd(p sin. n(p, d.ta,ng.n<f = 



cos.ntp* 
. ndcp -, 1 ndcp cos. nq> 7 1 ndqism. nq> 

d . cot. n cp = -~ ^ , d . -. = r^s-^- , <* == rt ~r~i~" ' 

' sin. n tp sin. ncp sm.ncp* cos. nip cos. n 93 

nanciscimur has integrationes elementares 

jdcpcos.ny = sin. n<p, ld<psiia..ng> = cos.ny, 

/dw 1 i C dw 1 i 
- 5 tang. n<p, I . - = cot. n<p , 
BOS. ncp n J gm.wqo n 

J sin.ng) 2 n sin. wqo' J cos. wg? 2 wcos. ncp' 

LEONJUUDI EULEKI Opera omnia In Infltitutiones calculi integralis 18 



138 LIBEI PEIOEIS PASS PEIMA SECTIO^PBIMA^OAPUT Y 241-244 [150-151 

unde statim huiusmodi formulamm differentialium 

d<f(A + B cos. y + Gcos-Sy + D cos. 89 + EcosAy + etc.) 
[integratio] consequitur, cum integrals manifesto sit 

A<p + B sin.y + -|(7Bin.2y + }l>sin.3? + ~ -Bain. 4? + etc. 

Deinde etiam in subsidium vocari convenit, quae in elementis de angulorum 
compositione traduntur, scilicet 

sin. a- sin. /? = } cos. (-/?)- j cos. ( + ft), 
cos. a cos. /3 = |- cos. (a /3) + y cos. (a + ft) , 
sin. a cos. p<= sin. (a + ft) + y sin. (a /?) 



unde producta plurium sinuum et cosimium in simplices sinus cosinusve 
resolvuntur. 

PROBLEMA 25 
242. Formulae dysm.(f n integrate investigare. 

SOLUTIO 
Repraesentetur in hos factores resoluta sin. y"" 1 - d<p$m.<p, et quia 

Cd(p sin. y> = cos. <p , 

erit 

fdy sin. 9?" == sin. / -1 cos. 9 + (n l)J^y sin. y"~ 2 cos. y 2 . 

Sine ob cos. q? = 1 sin. </> 2 habebitur 
fdcpsin. (f sin. y"- 1 cos. 93 + (w IJ/dy sin. ^"- 2 ( l)/^y sin. y, 
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ubi cum postrema formula ipsi propositae sit sirnilis, Mac colligitur ista 
reductio 

J d y> sin. cp n = sin. cp" ~ x cos. cp -\- ^^fd cp sin. <p n ~ \ 



qua integratio ad hanc forinulam simpliciorem dcpain.<p H ~* revocatur. Cum 
igitur casus simplicissimi constent 

Cdcpsm.cp = y> et Cd(p8in.cp = cos. <p, 
hinc via ad continue maiores exponentes n paratur: 

Cdcpsm. (p = (f, 
Cdcpsm.cp = cos. y, 

Jdcp sin. f/ 2 = sin. cp cos. (p-\--^<p, 

f, . 3 1 . n 2 

I dcp sin. (p = -Q- sin. (p cos. cp cos. cp , 

r-, * i-3 1-3 . ,1-3 

j d(f sin. (fr = - sin. (f cos. <p - sm. (p cos. (p + ~ - (p ,. 

f d(p sin. cp 6 = sin. 9* cos. w r - sin. f/> 2 cos. 9 - - cos. (p , 

*J o*O O'O 

r-, G 1 . , 1-5 . g 1-3-5. 1-3-5 

J ay sin. y b = sm. if cos. r/> j-g sm. c/ 8 cos. y j6 sm. y cos. cp + ^74^6 ^ 

etc. 



COBOLLARIUM 1 

243. Quoties n est numerus impar, integrals per solum sinum et cosinum 
exhibetur, at si n est numerus par, integrals insuper ipsum angulum involvit 
ideoque est functio transcendens. 

OOEOLLARIUM 2 

244. Casibus ergo, quibus n est numerus impar, id imprimis notari con- 
venit, etiamsi angulus sen arcus cp in inflnitum crescat, integrals tamen nun- 
quam. ultra certum limitem excrescere posse, cum tamen, si n sit numerus 
par. etiam in infinitum excrescat. 

18* 
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SCHOLION 

245. Simili modo formula dcpcos.<p n tractatur, quae in hos factores re- 
soluta cos. (p n ~ : -d (f cos. (f praebet 

Cdcp cos. y" = cos. <p n ~ * sin. tf + (n l}fd q> cos. (p n ~ 2 sin. <p s 

unde, cum postrema formula propositae sit similis, colligitur 

Cd(p cos. (f = sin. (p cos. (p n ~ ! + -J dy cos. y>"~ 2 . 

Quare cum casibus n = et w = l integratio sit in promtu, ad altiores 
potestates patet progressio: 

Cdy cos, cp = <f, 

fdcpcos.cp = sin. cp, 

I dw cos. a> 2 = sin. cp cos. a> + <p , 

U ' ' 2 z 

^ T , 1 . 2 . 2 . 

/ <2<0 cos. ) = sm - 9 cos - <P ~r "5" sm - 9*> 

t/ * d O 

r 4 i . s 1-3 . 4_l^ 

1 , , 1-4 . 2 . 2-4 . 

3 cos. <p = -r- sm. (f cos. or + ^ r sm - 9 cos - ^ + ^~r sm> 9 

Q O'O O*O 

3 cos. </' = sin. y cos. <p 6 + -r^ sin. 9 cos. 95 s + o~~T~c" s ^ n> ^ COS- ^ "^ 2.4.6 V 

etc. 

PEOBLEMA 26 

246. Formulae d<psin.(p m cos.(p" integrate invenire. 

SOLUTIO 

Quo hoc facilius praestetur, consideremus factum sin. <p M cos. y v , quod 
differentiatum fit pd<p sin. (p 1 ' ~ l cos. <p v+1 vd<p sin. ^'' +1 cos. y 11 " 1 . lam prout 
vel in parte priori cos. cp 2 = 1 sin. <p z vel in posteriori sin. c/> 2 = 1 cos. y s 
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statuitur, oritur vel 

d. sin. <p fl cos. <p v = + [*>&<f sin. 9' 1 " 1 cos. y"" 1 (,1* + r)tZy sin. y f ' +1 cos. y"" 1 



vel 

d. sin. 9'' cos. <// == y^y sin. y'"" 1 cos. (p v ~' i + (# + r)d(p sin. y"" 3 cos. <p 1l+1 . 

Hinc igitur duplicem reductionem adipiscimur 

I. J d(p sin. 9'' +1 cos. p*' 1 = -- sin. c/"" cos. y 1 ' + ~^rrf^ ( P ^ n - 9"" 1 cos - y 1 " 1 * 

II. J d(f sin. y' 1 " 1 cos. <p v+1 = - sin. <//' cos. y v + -^r-fdcp sin. y' 1 " 1 cos. ^j"" 1 . 

Quare formula proposita jd(psin.(p m cos.(p n successive contpinuo ad simpliciores 
potestates tarn ipsius sin. (p quam ipsius cos. <p reducitur, donee alter vel peni- 
tus abeat vel simpliciter adsit, quo casu integratio per se patet, cum sit 

Bm. (p m cos. (p = 4 -- sin.y m+1 et Jdy sin. 






EXEMPLUM 

247. Formulae dfpsm.y^CQS.y 1 integrate invenire. 
Per priorem reductionem ob p = 7 et v 8 impetramus 

J'dcp sin. (p 8 cos. t/> 7 = = sin. (p 1 cos. (p* + Tzjdcp sin- <f 6 cos. 
istam per posteriorem reductionem tractemus 

fd y sin. 93 cos. y? = ^ sin. ^ 7 cos. 9 + -^fd<? sin. y 6 cos. 
hoc modo ulterius progrediamur 

fdif sin. f/) B cos. r/ = ^ sin. r/ cos. c/) 6 + -^fd<p sin. y 4 cos. y 6 , 
'dy sin. y 4 cos. y 5 = ~ sin. f/> 5 cos. y 4 + -^-fdy sin. /cos. y 3 , 
y sin. (ff- cos. f/> 3 = y sin. (p s cos. y* + y/^ sin - ?> 2 cos ' <P*> 
fd(p sin. 9> 2 cos. c/ = y sin. (p 3 cos. c/ + y/^ sin. #> 2 cos. y, 
fd(p sin. f/> 2 cos. ^ = y sin. ^ cos. ^ 2 + f-/ d 9> cos - ^ (+ y sin 
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Ex Ms colligitur formulae propositae integrals 

fd (f sin. f/ cos. y 7 = ~ sin. y 7 cos. y 8 + ^js sin> ^ cos< V*~ 16^8^ 
1-7 -6-5 . R A 1- 7 6 -5-4 . 



1-7-6-5-4-3-2 



SCHOLION 

248. Quando autem kuiusmodi casus occurrunt, semper praestat produc- 
tum sin. 93 cos. cp n in sinus vel cosinus angulorum multiplomm resolvere, quo 
facto singulae partes facillime integrantur. Caeterum hie brevitatis gratia 
angulum simpliciter littera g> indicaTi nihiloque res foret generalior, si per 
aq> -(- j3 exprimeretur, quemadmodum etiam ante haec expressio Ang. sin. a; 
aeque late patet, ac si loco x functio quaecunque scriberetur. Contemplemur 
ergo eiusmodi formulas, in quibus sinus cosinusve denominatorem occupant, 
ubi quidem siniplicissimae sunt 

-, drp T1 - dtp -.-jy dy>cos. (p -,-^r dcpsm. <p 

J.* ' ; J.J- JLJ.JL* ; . i V j 

sm. <p cos. <p ' sm. (p cos. cp 

quarum integralia imprimis nosse oportet. Pro prima adhibeantur hae trans- 
formationes 

dm dm sin. d cp sin. CD dx,., \ 

__2L___X -- r. ^r - i- = - -- (pOSltO COS. <f = X), 
sin. op sm. op j 1 cos. 90 1 xx ^ ' 

unde fit 

r dip _ 1,1 -\-as _ 1 , 1 + cos. 9 
J sin. q> 2 1x 2 1 cos. 9? 

Pro secunda 



cos. 
ergo 



dcp dcpcos.fp d<pcos.q> dx , ., 

- x = f- = H . , = (posito sin. g> 

os. (p cos, cp 1 sin op 1 xx 

/dcp 1,1 -}-x 1,1 + sin. cp 
cos. op 2 1 x 2 1 sin. op 
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Tertiae et quartae integratio manifesto logaritliinis conficitur; quare haec inte- 
gralia probe notasse iuvabit 

T P dq> 1 7 1 + cos. <p , "|/(l cos. m) 7 , 1 

I. / = -- 1 ! - - == I L y - = I tang. (f , 
J sin. (p 2 1 cos. 9 y (1 -)- cos. <p) 2 

IL r-^- = l; 1 + siB - y - = ^ (1 + sill - y 
J cos. tp 2 1 sin.<p y(l sin. <jp) 

EL rtoiV-iHto.?- C-&- 
J sin. 9 *^ tang, y 



cos. 



m'ncque sequitur III + IV 

/dcp 7 sin. (p 71 
c = i ' = i tang. (p. 
sin. (p cos. 9 cos. (p 

PBOBLEMA 27 
249. Formularum !"j" n jr- # 



SOLTJTIO 

Primo statim perspicitur alteram formulam in alteram transmntari posito 
y = 90 v, quia turn fit sin. 9 cos. ^ et cos. (p = sin. v, dummodo 
notetur fore dy<= dift. Quare snfficit priorem tantum tractasse. Eeductio 
autem prior 246 data sumto ^ + l = w et v 1 = n praebet 



quo pacto in numeratore exponens ipsius sin.y continue binario deprimitur, 

, , f dtp T -I fdqpsin.^ __ 1 _ 

ita ut tandem perveniatur vel ad J-^^i ^ el acl J cos. ^ (-i)coB.<j>"- 1 
ideoque sola formula /^ tractanda supersit. Altera autem reductio ibidem 
tradita ( 246) sumto p 1 = wi et v 1 = dat 
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fd(psm.cp m _ 1 __ ?EJ^__J!Zll_ pfypa-y"^ 
J cos.g>"- 2 ~ m n + 2 "cos.?"- 1 W-M+2J cos. qo" 

unde colligitur 

/"dg> siii. y __ 1_ Bin-y" 1 " 1 ; 1 _ m n + 2 Afesin.y m 
J cos. 9" M 1 ' cos.y"- 1 n 1 J cos.qp"- 3 ' 

cuius reductionis ope exponens ipsius cos. <p in denominator continue binario 
deprimitur, ita ut tandem vel ad fdtp sin. <f vel ad /-^~ - perveniatur. 
Illius integratio iam supra est monstrata, huius vero forma, si w>l, per 
prior em reductionem tandem vel ad f~^ vel ad f~~ rQ vocatur; illius 
autem integrale est I tang. (45 + -^- yj , huius vero lcos.y>. 

COEOLLABIUM 1 

250. Prior redtictio non habet locum, quoties est m = n, hoc scilicet casu 
formula C^^^f- non reduci potest ad formulam /^f^!*"*- Altera autem 

t/ COS, ffl ^ tiUo. i^J 

reductione semper uti licet; etsi enim casus n = 1 inde excluditur, eius tamen 
integratio per priorem effici potest. 

COROLLAEIUM 2 

251. Eatio autem illius exclusionis in hoc est posita, quod formula 
r^J^V'l 2 est absolute integrabilis habens integrale =--1-.^^!:'. Brit 

/ cos. <f n n 1 cos. if 

ergo pro his casibus 

/ 

r 
J 



1 sin. 9 3 , , /VysinV ^V 



cos. <p* ~ 8" SSV - 3 > ' J cos. y ~4 cos. y* 4 



EXEMPLUM 1 
252. Formulae V C B ' 9 integrale assignare. 

Prior reductio dat 

f^ysin.^ 1 1 . m-1 . /'dgjsm.g)- 2 
/ -2- - ^ = - -sm. oi m ^ / - - - --- 

J cos. 9? m 1 T J cos. <p 
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Hinc a casibus per se notis incipiendo habebimus 

r^L^tang.to + ^V 
J cos. <p s \ ' 2 T / ' 

/'do? sin. w 7 7 

r - r_ = ? cos. 01 == Z sec. oj . 
cos. 93 T T 

/da> sin. cp 2 . , C dtp 

-- - ^- = Sin. (p + / ^ , 
cos. (p r J cos. g> 

/d op sin. qo 3 1 . 2,7 

-Z_JL.-_ Bm .^ + z B ec. 9l 

. si 5v == _i sin . f /_ S i n . 93+ r_^E_, 

cos. qo 3 r * J cos. (p 



cos. 95 



cos. 



r^ i ^ 6 =-I s in. f /-lsin. 9 s -8 
J cos. 93 5^3^ 

te^EV = _ I S i n . , _ 1 8 in. / - i sin. ? 5 + Z sec. y 
J cos. 93 6 7 4 ^ 

etc. 



SOHOLION 

253. Pro reliquis casibus denominatoris totum negotium conficietur Hs 
reductionibus 



sn. 



ri?^?!: = 3?1L - m fd<p si 

J COS. Q5 2 COS. qo ^ 

rd9)sm.qp m _ _sin ^f^_ __ ^L^iL rd<pn*-<p m ^ 
J "cosTip Y ' cos. (p 2 2 J cos. go 

Tdfcp sin^ _ 1 ^it^^ _ _m_2i2_ Cdtp sin.y" 1 ^ 
J ""cosr^ 1 I ' cos. 9> 3 3 J cos. Q5 3 

/^93sin 1 ^_^ L ^in.jr^__^ilA rd<psia..<p m 
J ~~cos.^ T ' cos. qp 1 4 J cos. qp 3 

etc. 

LBONHARDI EULEBI Opera omnia In Institutiones calculi integralia 19 
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EXEMPLUM 2 
254. Formulae dv n integrate assignare. 

COB. 00 

Altera reductio ob m == fit 

/dtp 1 sin. (f \ n ~~% C d*P 

cos. cp" 1 ' cos.gp"- 1 """ It/ cos. <p"-* ' 

quia iam casus simplicissimi 

et 



stint cogniti, ad eos sequences onmes revocabuntur 
dcp sin. cp 



cos. g> 2 cos. t 



/dcp 1 sin. cp 1 r dcp 

cos. gp s 2 COB. gp 2 2 J cos. go 

/dcp 1 sin. go . 2 sin. cp 

cos. go* 3 cos.qp 3 3 cos. gp ' 

/d!qp 1 sin. gp . 1 3 sin. gp . 1 3 /* dcp 
* - -J , _/._ f-l-r-, * .- I.. - I 
cos. gp 5 4 cos.qp'* 2-4 cos.g? 3 2-4,7 cos. g 

/ 



1 sin. go , 1 4 sin. <p . 2 4 sin. < 
cos. g> 6 5 cos. go 5 3-5 cos. g> 3 3-5 cos. 

etc. 



COEOLLARIUM 1 
255. Simili modo habebimus has integrationes 

/dcp 71 1 r d<P 

-~ = itang. cp, I T s = 
SIR. cp 2 T J sm. go 11 

/* dgp 1 cos.gp . 1 f dcp 

J sin. qp 8 2 sin. qp 2 2 J sin. g) ' 

/dcp 1 cos. cp 2 cos.g? 
sin. qp* 3 sin. gp 3 3 sin. gp ' 

f dcp 1_ cos.y 1 -3 cos. g? 1 3 f dcp 

J sin. qp 6 4 sin. go 4 2-4 sin. qp 2 ' 2 ij sin. cp 



sin. 



etc. 
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COBOLLARIUM 2 



256. Deinde est 



, /jgycos.^ __ ^ 1 
"- 1 J sin. y" ^ n~ 1 sin.g)' 



cos. 93" wl cos.g? 
Porro 

r d 9 c d( p rd<pms.y 

r " a> J'^'~~J oos/y-""' J sin.y 
et 



ysm.y* rdywLy rdysw.y C^^ _ fd<Ps-<P 
os^^^J^^?" J w.y*-*' J sin.<p" J sin. 9" 

quibus reductionibus continue ulterius progredi licet. 

PROBLBM1 28 
257. Formulae sin , y f L. ^ integrate investigare. 

SOLTJTIO 

Reductiones supra adhibitas" hue accommodate licet sumendo in praece- 
dente problemate m negative; ita erit 



sin. + cos. 



unde loco m scribendo w 2 per conversionein fit - 



/* d 

J ^inT^ 



~n ~ m \ sin. 9'" - 1 cos. y" - 1 ' m-1 J sm.<p m -*ws.' 

altera huic similis est 

1 l m+w-2 r__^9L_ 

7"^ == )i^l ' sm.c"'~ 1 cos.g)""" 1 w 1 ^/ sin. 9'" cos. <p" ~ a 

19* 
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Cum iam in hoc genere formae simplicissimae sint 



/=--** 

hinc magis compositas eliciemus 



90 cos. 9B 3 ' 



/!__*_ __?_ + /J*5L, 
J sin. y cos. y 2 cos. y */ sin. y ' 

/ dy = __ 1_- r dy ^ 
,/ sin. y 2 cos. y sin. 95 / cos. go ' 

/" dy ^ 1 1 . C dtp 

J sin.(pcos.<p 4 3 cos. y 3 i/ sin. 90 cos. 

f dy = _ 1 _J; __ /* &<? 
J sin. 95* cos. (p 3 sin. <p* J sin. y 3 cos. 9 ' 

r dtp _ i i /"_ ^99 _ 

J sin. 95 cos. gp 6 5 cos. 95 5 t/ sin. 9) cos. 93* ' 

C__dy ___ ^ 1 /* dy 

J sin. go 6 cos. y 5 sin. go 5 ./ sin. 99* cos. qp' 

/" dy _ 1 r dy 

Jsin.ycos.y 8 2 cos. y 2 t/ sin. go cos. 90 ' 

f d(p ^ _ .1 _JL /* dy 

J sin. y 3 cos. y 2 sin. tp* J sin. y cos. y ' 

/" dy = _1_ /* _ dy 
J sin. ycos. y B 4 cos.y* / sin. y cos. y' 

/' __ dy __ == _!.__ 1 _i /" _ ^_9__ 
J sin. y 6 cos. y 4 sin. y 4 J sin. y 3 cos. y ' 

/' ______ dy _ = JL._L 4. r <^y 

J sin.y cos.y 7 6 cos. y^ t/ sin. ycos. y s ' 

r dy __ 1 /* dy 

,/ sin. y 7 cos. y 6 sin. y 6 ~*~ y sin. y 6 cos. y 



etc. 
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r dtp = i , 2 r_rf?L M _ 1 _L 2 f-^L , 
/ sin. g3 2 cos. 93" sin. 93 cos. (p ""' J sin-g? 2 sin. 93 cos. g> J cos.gs 2 ' 

r a<p ^ i i ,4 / #y 

J "sinTy 2 cos. y 4 ~~ 3 ' sin. y cos y s ' 3 J sin. g> 8 cos. g> 2 ' 

C dtp __ 1 1 ,4 r__*9__ m 

J sin. g>* cos. g> 8 3 sin. go 3 cos. gp 3 J sin. 93* cos. g>* 

Sicque formulae .quantumvis compositae ad simpliciores, quaram integratio 
eat in promtu, reducuntur. 

COEOLLARIUM 1 

258. Ambo exponentes ipsius sin. y et cos. <p simtil binario minui possunt; 
erit enim per priorem reductionem 

r dtp __ : _i __ i ___ i M+y-2 C d<p 

J sin. cp'' cos. 93" ~~ {i l'sin.qo''- 1 cos.g) v - 1 " t ~ p-1 J sin. yt l - s cos.q> y> 
nunc haec formula per posteriorem ob m==/n 2 et n = v dat 

/ dy __ 1 __ 1 __ i /* + *'--4 r ^y 

J sin.y''- 2 cos.g) v ~'v I'sin.^'-^os.g)^ 1 " 1 " v 1 J sin. 93"- a cos. <p v ~ s 

unde concluditur 

f d<p ___ 1_ 1 

Jsin. 9 3"cos.(p' ; ~ /i-l'Sn-^-^os.?) 11 - 1 " 



___ 
-!-! sin. y" - 3 eos. 



dq>_ 



iin. gen" cos. y* 



COEOLLAEIUM 2 
259. Prioribus membris ad communem denominatorem reductis obtinebitur 



_ !- 1 sin. 



r ^y 

J sin. y'' cos. 93" 

y^ (ft + t>-2)Qt + i/-4) /* dcp _ 

'- 1 "^ (fi-l)(^-l) J sm.9"- 2 eos.93"- 2 



qua reductione semper ad calculum contrahendum uti licet, nisi vel 
vel v = 1, 
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SCHOLION 

260. Huiusmodi formulae -^^ etiam hoc modo maxime obvio ad 
simpliciores reduci possunt, dum numerator per sin. ^ + cos. <p* = 1 multipli- 
catur, unde fit 

r dy __ f__*3L___L C Is? s> 

J sin. 93 cos. 9" Jsin.g3"'- 3 cos.qp" J sm.^cos.g)"- 2 

quae eousque continuari potest, donee in denominatore unica tantum potestas 
relinquatur. Ita erit 

/dcp Cd<p sin. cp , Cd(f cos. <p 
L ; I j I ~ 
sin. cp cos. cp J cos. <p J sin. q> 

f dcp (' dtp . C d(p 

J sin. ^ 2 cog. fp^ J sin. <p 2 t/ cos. ip 2 



cos. 



sin. <p cos. 



cos. sin. < 



Quodsi proposita sit haec formula / ain , y f cos. ? ' in 8ubsidium vocari 
potest esse 



sin, y cos. y = Y sin. 2t/>, 

^ 

unde habetur 

r yd? = 2 n-i c dco 

J sin. 2qo n J sin. ra" 

posito co = 2<p, quae formula per superiora praecepta resolvitur. 

His igitur adminiculis observatis circa formulam d<p sin. <p m cos. (/>", si 
quidem m et fuerint numeri integri sive positivi sive negativi, nihil 
amplius desideratur; sin autem fuerint numeri fracti, nih.il admodum praeci- 
piendum occurrit, quandoquidem casus, quibus integratio succedit, quasi 
sponte se produnt. 

Quemadmodum autem integralia, quae exhiberi nequeunt, per series 
exprimi conveniat, in capite sequente accuratius exponamus. 

Nunc vero formulas fractas consideremus, quarum denominator est 
a-\-l) cos. cp eiusque potestas; tales enim formulae in Theoria Astronomiae 
frequentissime occurrunt. 
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PROBLBMA 29 

261. Formulae differentiates ffl j_^ QB integrate investigare. 

SOLUTIO 

Haec investigatio commodius institui nequit, quam ut formula propo- 
sita ad formam ordinariam reducatur ponendo cos. y> = j^., ut rationa- 
liter fiat 



sicque dy j^j-. Quia igitur 



erit formula nostra 

d(p 2 dx 

a-\-lcos.(p a + l) + (a V)xx' 

quae, prout fuerit a>l vel a<6, vel angulum vel logaritlimum praebet. 
Oasu a > I reperitur 

r d<p 2 . , (a V) x 

J a + b cos.y = y(a -Ti) DS ' g 'y(aa-66)' 
casu a < 6 vero est . 



cos. <p y(Tbl aa) 
Nunc vero est 

I COS. (P , 1 

T+COS^ = tang> 9 " T 



sm - 



qua restitutione facta cum sit 



, , 2 sin. cp y(qa-66) = A t 

Ang. tang. ^j^r+^yP (a - 6) (1 - COB. 9.) ABg> g 
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quocirca pro casu a > I adipiscimur 

//jm 1 . ' , sin. 
^ = _ = Ang. tang. j 



seu 



siye 

a cos. y 



f_J?S! _ = _ * _ Ang. sin. !E^ 
J a + &cos.<p y(a-66) g fl-f&cos.y 

, 

/dm 1 A 

__J15: _ = - _ - Ane. cos. 
a + lcos-tp Y(aa-bV) 



Pro casu autem a < & 

J 'a + TcotTy = y^b^a a) ]/(& + )(! + cos. go) ]/(&- fl) (l cos. < 

seu 

/" t?y 1 , a cos, y + 1 + sin.jp]/ 

J "a ' + & cos. y ~~ Y(T)l aa) a + lcos.y 

j 1 

At casu & = a integrale est = = tang, ^(f, unde fit 

/' dcp , 1 sin. 9 

/ z = tans. (p = - : 

J 1 + cos. 95 8 2 y 1 +cos.gj 

quae integralia evanescunt facto (p = 0. 

COEOLLAEIUM 1 

262. Formulae autem ^T"' 9 == 4. i COB ' integrale est y Z -^ 
ita sumtum, ut evanescat posito (p = 0; sicque habebimus 



/ 



sin. 9 1 7 a -f- 6 

- ..... - s^'iva - f, -- - - 

6cos.(p o a + ocos. 9 

COEOLLAEIUM 2 

263. Formula autem ^^L transformatur in ^--- unde 
integrale per solutionem problematis exhiberi potest 

/ dtp cos. cp _ cp a f dip 
<z + &cos. (p & J J a + & cos. qo 
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SCHOLION 1 

264. Integrations hac inventa etiam huius formulae . , 6 ^ s ^ integrale 
inveniri potest existente n numero integro; quod fingendo integralis forma 
commodissime praestari videtur: 



ac reperitur 



C d<P = Asm.q> . m C 
J (a~\- 6cos.<p) 2 a + ^cos. <p J a 



dtp 



(a -j- 6 cos 

A 

dtp 



a + 6 COB. < 



aa 66 



et m = 



66' 



r dtp _ (A -f- 5 cos. <p) sin. 93 , C dcp 
J (a + 6 cos. go) 8 (a + 6 cos. g>) 2 J (a + 6 cos. ( 



reperiturque 



66 



2aa 



66' 



66) ' 



2a(a 66) 



similique modo investigatio ad maiores potestates continuari potest, labore 
quidem non parum taedioso. 

Sequenti autem modo negotium facillime expediri videtur. Oonsideretur 
scilicet formula generalior d v(f+9**-v) ac ponatur 

(a + 6 cos. <j>) * 

/d<p(f+gcos.<p) .4 sin. <p . rdcp(S+ Ccos. y) 
(a + 6 cos. (pj n + 1 (a + 6 cos. y) n J (a + 6 cos. y) B 

sumtisque differentialibus ista prodibit aequatio 
f -\- g cos. 9 = -4 cos. (f (a -\- b cos. 9) -)- ^-4^ sin. y 2 -(- 
quae ob sin. <p 3 = 1 cos. </> s hanc formam induit 

f g 003.9)+ ^L&cos. t 

2 

+ I?a +J5&cos.y + 
+ (7a cos. w 



C cos. 



cos. 



unde singulis membris nihilo aequatis elicitur 



ag-lf 



af-lg 



, 



(n-l)(og-6/Q 
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ita ut haec obtineatur reductio 

fd 
J (a 



6O cos- 



& cos. n M(aa-&Z>) ( + Z> cos. go)" 



cuius ope tandem ad formulam f~~$~^ pervenitur, cuius integrate 

Te .bh ok C dtp 
6 6 J a + b cos. y 

ex superioribus constat. Perspicuum autem est semper fore k = 0. 

SCHOLION 2 

265. Occurrunt etiam eiusmodi formulae, in quas insuper quantitas ex- 
ponentialis e " 1 ' angulum ipsum y in exponents gerens ingreditur, quas quo- 
modo tractari oporteat, ostendendum videtur, cum hinc methodus reductio- 
num supra exposita maxinie illustretur. Hie enim per illam reductionem ad 
formulam propositae similem pervenitur, unde ipsum integrate colligi poterit. 
In tune flnem notetur esse Je atp dcp = e a<f . 

PEOBLBMA 30 

266. Formulae differentiates dy = e"' p d(p sin. cp n integrate investigare. 

SOLUTIO 
Sumto e aif d(f pro f actor e differentiali erit 

1 n r i 

y = (f' 1 ' sin. <f n / 6 aif d(p sin. <p" cos. (p j 

K Ct>J 

simili modo reperitur 

sin. a)""" 1 cos. cp 



= e a v sin. y n ~ l cos. (f Ce a<f dcp ((n 1) sin. c/~ a cos. q? sin. 95"), 
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quae postrema formula ob cos. <p 8 = 1 sin. g> 2 reducitur ad has 

(. l}fe,"' f d y sin. <f-* nffdy sin. y* 
unde habebitur 

fe^dy sin. <" = -e a " sin.y" e"* sin."- 1 cos.m + ifcl 
J r * K r act T T aa 



Quare hanc postremam formulam cum prima coniungendo elicitur 

sm.<p noos.y) , nfa 
- 



Duobus ergo casibus integrale absolute datur, scilicet = et = 1, eritque 

1 1 , r*m e a< f(asia..m co$.(p) . 1 

l*"-- et ^fdauL ^ + 



atque ad hos sequentes omnes, ubi n est numerus integer unitate maior, 
reducuntur. 

COEOLLARIUM 1 

267. Ita si w = 2, acquirimus hanc integrationem 

siD.y-2cos.y) , 1-2 ..... 1-2 . 
-- 



at si sit n == 3, istam 

sinVfKsin. re 8008.93) . 2 Be^Qsin.qp cos.y) 
- 



. , 
Sin. = 



_ _ _ 

~ r (+!)(+ 9) 

integralibus ita sumtis, tit evanescant posito y==0. 

OOEOLLABIUM 2 

268. Si igitur determinatis hoc modo integralibus statuatur a<p 
ut e" (/ ' evanescat, erit in genere 



fc'dy sin. y- = ^=-3 ffd 9 sin. y" 
J ' T aa + wwi/ 



20* 
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hincque integralia pro isto casu a<p = cv> erunt 
ff'dy l -, 



ff'dy sin. ^= att ~+ 






COEOLLAEIUM 3 

269. Quare si proponatur haec series inflnita 

...1 | *-2 i 1-2-3-4 _ 1-2.3.4.6.6 _ t 

^ ^ ^ ^ ' 



erit 

s = a Ce" l> dy(l + sin. y 2 + sin. y> 4 + sin. y 6 + etc.) 
seu 

f t e c "fdq> 
s = a / - 

t/ COS. <T 

posito post integration em ay = cvs. 



PKOBLEMA 31 

270. Formulae differentialis e a<f> d(p cos.(p n integrate investigare. 

SOLUTIO 
Simili modo procedendo ut ante erit 

fe^dy cos.y>"= -e c " f c,o.(p n + fe a ' p d(p sin.y cos.y"- 1 , 

turn vero 

Ce atl> d(p sin. 95 cos. cp n ~ l 

= - e a * sin. (p cos. "- 1 -'^008. n 1 cos. ~ 2 sin. 
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quae postrema formula abit in 

_ ( n _ i)Jf9d'<p cos. y"~' + 



cos. y, 
ita ut sit 

cos.o)" -e^cos.y"+ e^ sin. 9 cos. y"' 1 + ^^A"^? cos./' 2 

Ct OtCt- Cf i* */ 



unde colligimus 

r^/7r/,roq m ._!^gM^( < -g + *'foP) + nQi-1) /- 
Je v ctycos.(f uK + nn ~ aa + nnJ 

Mnc ergo casus simplicissimi simt 



e ai ''(acos. op -4- sin. 

^ 



ad quos sequentes omnes, ubi w est numerus integer positivus, redncuntur. 

SOHOLION 

271. Casibus simplicissimis notatis alia datur via integrale formularum 
propositarum, quin etiam huius magis patentis fdy sin. y cos. 9" eruendi. 
Cum enim productum sin. y m cos. y n resolvi possit in aggregatum plurmm 
sinuum vel cosinuum, quorum quisque est huius forniae M sin. A 9 vel 
Jfcos.A^., integratio reducitur ad alterutram harum formularum e^ 
vel e ^ cos. Ay. Ponamus ergo ^95 = 00, ut habeamus 



et e-^ cos. Ay = - 



quarum integralia per superiora ita dantur 

Ae^ ( sin. co - ^ eos. ra) _ _Xe^(sm. Xy - A cos. Ay) 
- 



m 
JV dcosin.co- 

( ""- m -4- A sin. ^ _ Ag*fc COB. A y + ^in. Ay) 



d!cocos.co= 
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TJnde tandem colliginras 

/%,-, . - e a v(a sin. A cp /loos. 
le?"td<p sin. Ay = i - ~-. 
J r * Ka + k). 



et 

gin. 



Si in genere statim loco sin. y et cos. y scripsissem sin. Ay et cos. Ay, hac 
reductione non fuisset opus, sed quia Me nihil est difflcultatis, brevitati con- 
sulendum existimavi. 



CAPUT VI 

DE EVOLUTIONS INTEGEALIUM 

PEE SERIES SECUNDUM SINUS COSINUSVE 
ANOTLOEUM MULTIPLOEUM PEOGIEEDIENTES 

PROBLEMA 32 

272. Integrals, formulae - . ^ oa ...... per seriem secundum sinus angulorum 

multvplorum progredientem exprimere. 

SOLUTIO 
Cum sit more consueto per seriem 

_ __ = l n cos. w + w 2 cos. y a n 3 cos. <JP S + * cos. y 4 etc. , 



_ _ 

1 + n cos. <p 

potestates cosinus in cosinus angulorum rniiltiplorum convertantur ope for- 
mularum in Introduction 1 ) traditarum ac prirno pro potestatibus imparibus: 

cos. (f = cos. y, 

q 1 

COS. (f 3 = -y- COS. (f> + COS.3(p, 

cos. cp s = ~ cos. <p + -^- cos. 3(p + cos. 5(p , 

cos. cf 1 = - cos. (p + -|j- cos. 3y +~ cos. 5y + -^- cos. 7 y , 

cos. - ?5coB. cos. 3 + cos. 5 + cos. 7^p + cos. 



1) Introductio, 1. 1 cap. XIV; vide etiam notam p. 76. 
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ubi notandum est, si ponatur in genere 

cosy'- 1 - A cos.? + B cos.3y -f Ccos.Sy + D cos.Yy + ^cos.9y + etc., 
fore 

A 2 1 ' 3 ' 5 " l ( 2 ^- 1 ) j__ 6_ 10 14 41 2 

2-4-6 2 1 2 2A - x ' 2~ ' 3 4 1 '' 



etc. 



Pro paribus vero potestatibus est 
cos. 9= 1, 



sy- -JL + -i. COS .2 9 + -L cos .4y, 

-A cos.4? + - 



. - os.? -^y cos. 



In genere autem si ponatur 



1 6 10 14 



Quodsi nunc isti valores substituantur, erit 

___!__ 

1 + w cos. 93 
= 1 n 



6tc . 



+~nn~ n * +-L n l 

A 4 T~ o '* 



5 4-^l 21 

"I- 32 n fr 

10 . 35 7 56 M 

- 41 u . __ /in I f OO Q Q J 

32 W 64 W +isX 

128 



+ OO 



176] DE EVOLUTIONS ItfTllGRALimf PEE SERIES SmUTTM COSINUUMVE l6l 

unde patet, si ponatur 
1 



= A B cos. (f + G cos. 2y D cos. Bcp + IS cos. 4<p etc., 

f- etc., 



1 + weos.g> 
esse 

/4 14- 4- A *4-i^ 

O ' Q ' Q O 

a O O<a 

seu 

A 1 + w 2 + 4 + 1 ' 3 ' 5 M 6 -f 1 ' 3 ' 5 ' 7 n* + etc., 

sicque evidens est esse 

-t 

A = 
Simili modo est 

-r, , 3 , , 10 B , , 2/1,, 1-3 A ,1-3.5 



_ _ . _ 

ideoque 

_B = __ 
n 

Yerum et hunc valorem et sequentes facilius hoc modo definite licet. Ctun sit 

-------- = A B cos. ^ + C cos. 2o) D cos. 3o> + E cos - 4* ~ etc., 

l H- cos. 9 r ' r T 7-7 

multiplicetur per 1 + w cos. y, et quia 

COS. (f COS.Affl = COS. (A l](f + COS. (A -+- l)f/, 

j& ^j 

fiet 

1= A .Bcos. </>+ CJcos.Sy J) cos. 3y + ^cos.4(/> etc., 



- - Fn 
unde, quia J. iam definivimus, reliqui coefficientes ita determinantur 



n v 
2D-Cn 



etc. 
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His igitur coefficientibus inventis integrate facile assignatur; nam cum sit 

/> l i 

/c?y cos. Ay == -r sin. /y, 

i/ ' * 

habebimus 
T__J^ = Aq> - S sm.(p-\-~Csin.2(p ^rI> sin.3y + -^-E7sin.4y etc., 

J 1 + MCOS.<jP 

quae series secundum sinus angulorum y, 2y, 3y etc. progreditur, uti desi- 
derabatur. 

COROLLARIUM 1 

273. Primo patet hanc resolutionem locum habere non posse, nisi w sit 
numerus unitate minor; si enim > 1, singuli coefficientes prodeunt imagi- 
narii. Sin autem sit = 1, ob 1 + cos. y = 2 cos. y y 2 erit integrate 

= tang. y. 



__ = _ 
J l + cos. 9 J cos. -I 

COEOLLAEIDM 2 
274. Cum sit 

. 1 , TJ 2 / 1 A 

JL = -^ ------ et 5 = (-7- - r 1), 

/(l-nw w 1 ww ) 



reliqui coefficientes (7, D, JEJ etc. seriem recurrentem constituunt, ita ut, si 
bid contigui sint P et Q, sequens futurus sit ~ Q P 1 ). Hinc, cum aequa- 
tionis KZ = ~ 0-^ 1 radices sint Lxsiz:_^ quisque- terminus in hac forma 

n w> 



n 

continetur 



. 

/ "i~ r 



COEOLLARIUM 3 

275. Quia autem in nostra lege non A sed 2A sumitur, posito A == 
prodire debet 2-4 ideoque 



2 

1) Gum sit ( 272) G =~ B 2 A, series recurrens revera inoipit termino D; of. 275. 

L. S. 
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deinde facto A = l fieri debet 

- nn ~ 2 - 



w 
unde 



a /? = 



, nn) 
Ergo 

a = et 3. = -T- 



sicque quilibet terminus praeter ^ erit 

2 



COEOLL1EIUM 4 
276. Coefficientes ergo evoluti ita se habebunt 



R 2 2V(1 wn) 
4 

Li = 



nn) 

T. 8 6w 2(4 )y(l nn) 

U = 7 > 

w s y(l nn) 
T, 16 16m + 2w* 2(8 ~ 4nw) y(l nn) 

Jij = ) 



32 - 40w + IQM 1 2(16 





w 5 ]/(! nn) 

64- 4 - 



i 6 y(i w) 

etc. 



21* 
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OOEOLLAEIUM 5 

277. Quia <1, hi coefficientes plerumque facilius determinants per 
series primum inventas, scilicet 



n 



i*(i + 5>- + ! + FTS' + " 

L,,. + l^iii.' + etc.), 









etc. 

SOHOLION 

278. Gum ex his valoribus sit 

f ^ = Aq> J5sin.f/> + 4- Csin.2o> ^Dmi.3(p + -* -'sin.4c/> etc., 

J l+wcos. 9 r r 2 r 3 7 4 

in hac serie terminus primus A(p imprimis est notandus, quod crescente 
angulo cp continue crescat idque in infinitum usque, dum reliqui termini 
modo crescent modo decrescent; neque tamen certum limitem excedunt, nam 
sin. X(f neque supra + 1 crescere neque infra 1 decrescere potest. Cum 
deinde hoc integrate supra inventum sit 

1 . n-\- cos. g) 

Ang. cos. 



y(l nn) 1-fttcos. cp 

series ilia huic angulo aequatur. Quare si hie angulus vocetur a>, ut sit 

_ dtp ]/(! nn) 
1 -\-ncos.cp 
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erit . 

n + cos. 9 

COS. co = 



1 -+ w OO.B. 90 
Mncque w-f- cos. 9 cos. co n cos. 9 cos. cw = 0, ex quo est vicissim 

COS. 0) M 



cos. 



- - 

1 M COS. CO 

quae formula cum ex ilia nascatur sumto n negative, erit 



* 1 n cos. to 

et 



_ ? _ = J.oj + JS sin. oj + - Gflin. 2co + D sin. 3co + J5Jsin. 4y + etc. 
]/(l-nn) 2 3 4 



Quia vero est 



= Aw B sin. cp 4- (7sin.2ffl Dsin.3c/) + J/sin.4y etc., 
^ 



l/(l-nn) 2 

ob -; - - = A habebimus 

1/(1 nri) 

= JS(sin. co sin. <p) + y ^(sin. 2co + sin. 2y) + j D (sin. 3w sin. 3p) + etc. , 
cuiusmodi relationes notasse iuvabit. 

PROBLEM! 33 

279. Integrate formulae d<f(l + ncos.y) 1 ' per seriem secundum sinus angu- 
lorum multiplorum ipsitis tp progredientem exprimere. 

SOLUTIO 
Cum sit 



n cos. 9,)' = 1 + n cos.cp + 



cos. 



si ponamus 

(1 + wcos.(/)) v = J. + 5cos.c/) + C cos. 2 9 + D cos. 3 cp ~\- EcosAy + etc., 

erit per formulas supra indicatas 
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- 1 4- " -U ---- . , 

- 1 -T 1.2 ' 2 "*" 1 2 ' 3 4 2-4 



quae series ita clarius exhibentur 



1 v . v(v l)(v 2) . w(v-l)(v 2)(v 3)(v 4) . . 

Y^ = Y M + 2.2.4 n +~ - 2.2.44.6 "^ 5 

Inveatis autem his binis coefftcientibus A et S reliqui ex Ms sequent! modo 
commodius determinari poterunt. Cum sit 



B cos. (p -\- Ccoa.2(f + .D cos. 89) + JE7cos.4^ -j- etc.), 
sumantur differentialia ac per dcp dividendo prodit 



vn sin, cp _ jgsin. y + 2(7gia,2y4-3l) sin. 3y> + 4-Esin. 4gj + etc. 
l+ncos.y A+Bco$,cp+ (7 cos. 2 <p 4 D cos. 3 (p + J? cos. 4 <p -f etc.' 

lam per crucem multiplicando ob 

sin. A (f cos. 9 = y sin. (A + l)y + 1 sin. (A 
et 

sin. 0> cos. Ay = j sin. (A + l)y 1 sin. (A 

pervenietur ad hanc aequationem 



vAn 



(v + 6) Gn + 10 J 7 



4) JJ -= 
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unde hae sequuntur determinationes 

(v + 2) On + 2 S 2vAn = 

(v + 3)Dw + 4(7 (y 1)5% == 

(v + 4) J?w + 6D (v 2) (7% = 

(v + 5)^ + 8 E (v S)Dn = 



4(7 



(v 2).gn-6J) 
2?=.^ 



+ 6)n 



ubi si superiores valores pro ^ et JB substituantur, reperitur 

^ 

4) 2 \ 

^ /' 

t \ 

/ 



2.2-4.4-6 



a . 2- 4-4- 6-6-8 



2-2.4.4.6-6.8 

^ 



2-2-4-4- 6-6-8-8- 10 



etc. , 



unde forma sequentium serierum colligitur. 

His autem inventis coefficientibus erit integrate quaesitum 



COEOLLAEIUM 1 

280. Ad similitudinem harum serierum pro C, D, E etc. datarum etiam 
valor ipsius B ita exprimi potest 



2-2-4.4-6 



etc.) ; 
/ 



series autem pro A inventa formam habet singularem in hac lege non com- 
prehensam. 



lfi c j 



[182-183 



COEOLLAEIUM 2 

281. Si series A et S inter se comparemus, varias relationes inter eas 
observare licet, quarum haec primo se offert 



2.4-4-6 

-^4- etc. 






quae a serie A tantum secundum denominators differt. 

OOEOLLAEIUM 3 
282. Ponamns L^-5* = N, nt sit 

M ^ + 2fc^ 



Quodsi iam n ut variabilis tractetur, differentiatio praebet 

M = 2 + ^=^n 2 + ^-l)(^^IO^)^ + etc. = 2A. 
ndn ^ 2 ^ 2.4.4 

Cum. igitur sit 



-_ * ^Lrl U fv ~Y~ JLf (.(/ iv ~p t Iv It/ Iv JTL ~p ll/\>v JJ ^) A s? 

v -\- 2 
erit 

2vAndn = 2nndA -\- Bdn -f ndjR. 

COEOLLAEIUM 4 

283. Ex dato ergo coefficiente J. coefficiens 5 ita per integrationem 
inveniri potest, nt sit 

Bn = 2 C(i/Andn nndA), 

vel erit etiam ex ilia forma 

B = 

n 

. ubi notandum est posito w = integrale CAndn evanescere debere, quia 
hoc casu B evanescit. 
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SGHOLION 

284. Series pro litteris B, G, D etc. inventas etiam sequent! modo per 
continues factores exprimere licet 



(v l)(v 2) 2 . (v 3)0 4),, 2 . (v 5)(v 6) 
- -^ -- J -* - -^- -- J - --^ - -- ^ 



J 4 4 b o o 

a = 



, 
etc 



\ 
. , 

/ 









etc., 

ubi in qualibet serie littera P terminum praecedentem integrum denotat. 
Atque ope serierum istarnm coefficientes plerumque facilins inveniuntur quarn 
ex lege ante tradita, qua qnisque ex binis praecedentibus determinatur. Quin 
etiam haec lex defectu laborat, quod, si v fuerit numerus integer negativus 
praeter 1, quidam coefficientes plane non definiantur, quos ergo ex his 
seriebus desumi oportet. Ita si fuerit v = 2, erit B vAn = 2 An et 

r _ 3 Yt i 4 5 2 i 4'5'6-7 4 4-5-6 7 8 9 . 
L ~ T'^V 1 + 2"-! n + 2-6.4.8^ + 2T6^T"8"^10 ^ 

si sit y = 3, erit (7= J5% et 

-T. 4-5 8 A , 6 -7 2 . 6-7-8-9 , . 6 7 -8- 9 10- 11 



Fa T JTB 2^8 -1 -To 
si sit y = 4, erit D = (7w et 



6 . , 

tt + etc ' ; 



_ 5-6-7 Y _8_. 9_ 2 8-9-10-11 4 8 9 10 11 - 12 13 6 

si sit y = 5, erit E = Dn et 

6 7 - 8 - 9 M 5 /-. 10-11 2 10-11-12-13 4 10 11 12 - 13 14 15 6 . , \ 

= ~I-2-3.4'l6\ ' 2.12~ W """ 2-12'4Tlir W "^~ ~2 12 4 - 14^6^6^ H ~^ & C 'J 

et ita de reliquis. 
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EXEMPLUM 1 

285. Formulae d<p(l + co8.y)* %rafe ewfoere, si mmeros integer 
positives. 
Posito 
(1 + ncos.<p) v = ^ + 5 cos. y + Ccos.2<p + Dcos.By + JScos.4^ + etc. 

pro singulis valoribus exponentis r habebimus, 

l)siv-l: A*=l, J5 = w, 0=0 etc.; 

2)riv-2: .i-H-in', 5 = 2^, C={.< D-0 etc.; 

3) si ^ = 3: ^-l + f* 1 , -S = 3 W (l + |4 C7-}n', D-^n', 

J5J = etc. ; 



=0 etc. 



Hi autem casus nihil habent difficultatis. Ad usum sequentem tantum iu- 
vabit primum terminum absolutum A notasse: 



s v 



2-1 
SI V = &, A= + g-^' 



A -, , 4='3 2 , 4-3-2. 1 

ar -4, ^-l + ^n'+aTaTiri 

e x ^ , 5-4 2 . 5-4-3-2 

a v - 5, ^ = 1 + .n 1 + 



2-2 ' 2-2-4-4 ' 

6-5 , , 6-5-4-3 , , 6-5-4-3-2-1 



81 i/ = I, A. \ 

etc. 



2-2 ' 2-2-4-4 ' 2- 2-4-4-6 - 6 ' 
7-6 2 . 7-6-5-4 4 . 7-6-5-4-3-2 6 
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EXEMPLUM 2 
286. Formulae - - - integrate per seriem evolvere. 

(1 + cos. tpf y * 



Posito 



A4-B cos. <f + (7 cos. 2) + D cos. 3w 4- JScos. 4co + etc. 



. 

(1 + n cos;<p 

ex praecedentibus formulis ponendo v = fi erit 



(f + )^ + ) P ^ + etc.), 

H 






| ^ [ ^, [ 



etc., 

ubi ut ante in quaque serie P terminum praecedentem denotat. Hi autem 
coefficientes ita a se iirvicem pendent, ut sit 



- 2 An 

et 

_ 6 D + QU- + 2) On 
' ' 



_ ,,_ 

' ' 



___ 

(p 5)n 

etc. 

Ubi incommodo, quando /a est numerus integer, supra iam remedium est 
allatum. Hie igitur praecipue investigamus, quomodo coefficientes cuiusque 
casus ex casu praecedente determinari queant, quod ita fieri potent. Cum sit 

-- =A4- B cos. CD + (7 cos. 2w -j- D cos. 3m -)- etc., 
(1 + n cos. 9))'' T T r i ' 

ponatur 

TT = ^i' + -S' cos. co + C" cos. 2co + -D'cos. 3o? +'etc.; 

+ 1 T ^ r 



-; -- ^TTT 

+MCOS. <p)" + 1 

22* 
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haec igitur series per 1 + ncos.g> multiplicata in illam abire debet; est auteni 

productuin , 

'. ' C'co$.2c V cos.3y + etc., 



A'n + ~ 



unde colligimus 



2-- ^.. etc _. 

' ' w 

dummodo ergo coefflciens A' constaret, sequentes B', G', D' etc. haberemus. 
Videamus igitur, quomodo A' ex A determinari possit; quia est 

Jrf + etc., 






> - _ , , . + iy n , , c B * + etc. , 

~ 2'2 2 2 4 4 

tractetur n ut variabilis ac prior series per '' multiplicata differentietur, ut 
prodeat 



+ ! , ^^^ p ^ + B 



_ 
__ j - 2-2-4.4 

quae series manifesto est = ( uw"~ 1 J.'; quocirca ^L' ita per A determinatur, 

ut sit 

,, d.An ft . , ndA 

A ^_^, __ _ J ,_]__. ___ , 

<Z. M' 4 (U,(? 

Cum igitur pro casu u, = 1 invenerimus J. = -^ -- , ob = ---- j erit 
5 ^ ^ i/(i ) d (i w)t 

,, _ 1 . tin 1 



(lnn)% (1 nn)^ 
Hie iam est valor ipsius A pro w = 2. unde ob = ^ - fiet pro ,u==3 

1 i ^ dn (l-ww)f r r 

, _ 1 __ . Bnn _ 1 -\-\nn 

~ 



(l-nn) >/(!- 

1+-J-WM 
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Hoc rnodo si ulterius progrediamur, reperiemus, 

-i 
si /u = 1 , A = 

si ^ = 2, A = 

si n, = 4 A. 

^ ' (1 wn) 3 y(l nn}' 

COEOLLAEIUM 1 

287. Eodem modo etiam reliqui coefflcientes B', 0' etc. ex analogis 
B, G etc. definientur eruntque omnes istae relationes inter se similes, scilicet 

uti est 

, , __ d. An" , . ndA 

ita 

etc. 



COROLLAEIUM 2 
288. At ante invenimus JB' = 2 ^, unde net 



. ^ 

ft ===== - -- ~ - - _O ~T~ 



Mncque /nBdn + ndB + 2^J. == 0; multiplicetur per w"- 1 , ut sit 

unde integrando 

5,f = _ 2 
ideoque 



n 
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At ante [ 286] habueramus 



COEOLLABIUM 3 

289. His valoribus aequatis obtinetur aequatio inter A et n, qua quanti- 
tas A per n determinatur; erit enim 

= An + ^ 



unde per duplicem differentiationem prodit 

(l-nn)ddA + ^^ - 2^ + l}ndndA - 



= 0. 



SOHOLION 1 

290. Si hos valores ipsius A cum superioribus, ubi /LI erat numerus in- 
teger negativus, inter se comparemus, eximiam convenientiam deprehendemus: 

Pro superioribus 
si v = 0, A = 1 

v = l, A I 



3US 


Pro his formulis 




y(l wn) 
l 


1 


(1 ww)]/(l ww) 


2 w 

3 




2 


(l w) 8 ]/(l ww) 


nn-i- g n 


^ ' (l-wn) 4 V(l ww) 



etc., 



unde concludimus, si fuerifc 

(1 + n cos. (p) v = . 
(1 + wcos. (p)~ v ~ 1 = 



B cos. y + (7 cos. 293 + etc., 
33 cos. cf> + e cos. 2<p + etc., 
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fore 

nv -" 



(1-1 

Quare cum pro casibus, quibus v est numerus integer positivus, valor ipsius 
A facile deflniatur, etiam pro casibus, quibus est negativus, inde expedite 
assignabitur. 

SOEOLION 2 

291. Cum pro casu p, = 1 supra valor es singular um litterarum A, B, 
C, D etc. sint inventi, scilicet posito brevitatis gratia l *~ n 

. 1 -r, 2m ' 

A = ; , X> = 



m 



-nn}' ~\/(lnn) 

et in genere pro termino quocunque 

2m* 



si pro simili termino casu fj, = 2 scribamus N', erit N' = -^^ Nunc 

autem est 

d.Nn 2m* . 2lnm i -~ i dm 

dn (1 nn}% dnY(lnn) 
turn vero = -^ , unde colligimus 

dn ny(i nn) 



2m'- 2 AOT^ _^ 2 OT ; -(I + A.V(1 - raw)) 



Quare si statuamus 

j 

= A + B cos. <p -\- C cos. 2(p -f- D cos. 3a) -f- -a cos. 4^> -J- etc., 

(l + w cos. 9?) 2 

erit 

^== ^ v, J5 = 



= , 

nnfi ' (l-nn)% 

= 2*H(l+8y(l-n)) etc 
(1-nn)* 
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Terum si exponens p faerit numerus fractus, coefficientes A, S, G, D, M etc. 
haud aliter ac per series supra datas definiri posse videntur. Primus autem 
A modo peculiar! vero proximo assignari potest, quemadmodum m problemate 
sequente docemus. 



PROBLEMA 34 

292. Pro evolutione formulae (1 + n cos. <p) v in liuiusmodi seriem 
A + B c,o$.<p+ (7cos.2<p + Z>cos.3f/> + JE7cos.4f/> + etc. 
terminum absoMum A vero proxime defmire. 

SOLUTIO 

Cum necessario sit w<l, series quidem supra inventa pro A. convergit, 
verum si n parum ab unitate deflciat, permultos terminos actu evolvi oportet, 
antequam valor ipsius A satis exacte prodeat, praecipue si v fuerit numerus 
mediocriter magnus tarn positivus quam negativus. Quoniam tamen posita 
evolutione huius formulae 

(1 + n cos. <p)~ v ~ l = 31 + 93 cos. cp + ( cos. 2</> + etc. 

' + ! 
a termino SI ille A ita pendet, ut sit A = (I w) $(, pro hoc termino ^4 

inveniendo duplicem habebimus seriem 

- -^ ^ Y W + -- - --- - - - - - - - - -- - n ( '-\- etc., 

JL (H: lKv2) , | (v + 1) (^ + 2) (y + 3)(v + 4) , 

n^ , ^ /( p - r:^^~' . , tv 



(^ + 1) (^ + 2) (^ + 3) (^ + 4) (v_+ 5) (H- C) wB 



quovis casu ea usurpari potest, quae magis convergit. Verum tamen quia 
reliqui coefficientes S, G, D, E etc. tandem convergere debent, hinc alia via 
ad valorem ipsius A appropinquandi patet. 
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Quoniam enim hi coefficientes alternatim per pares et impares potestates 
ipsius n definiuntur, sumto angulo quocunque a erit 

- 

(1 + n cos. )* = A + S cos. a + C cos. 2 a + # cos. 3a + J5 cos. 4a + etc. 
et 

(1 n cos. a)" = A S cos. a + G cos. 2a J> cos. 3a + -E cos. 4a etc. 

His igitur additis prodit 

(1 + n cos. )" + y (1 n cos. )"= J. + C cos. 2a + E cos. 4a + # cos. 6 -f etc.; 
ubi si pro a scribamus 90 a, erit 

(1 + sin. a) v + Y (1 sin. )"= J. C cos. 2 + E cos. 4 Q- cos. 6a + etc., 

unde his additis semissis terminorum denuo tollitur. Formemus plures huius- 
modi expressiones ac ponamus brevitatis gratia 

j. (1 + cos. of + j (1 n cos. a)" + j (1 + n sin. a)' + - (1 sin. a)" = 81 , 
j (1 + n cos. /3)'+ j (1 cos. /?)" + -i- (1 + n sin. /?)" + j (1 w sin. /3) v = %, 

^- (1 + n cos. ^) v + ^ (1 cos. y) r + j (1 + n sin. 7)" + -J- (1 n sin. y) v = @ 

etc. 

et pro coefficientibus B, C, D, E etc. scribamus respective (1), (2), (3), (4) etc., 
quo facilius terminos ab initio quantunivis remotos repraesentare possimus. 
Habebinius ergo 

91 = A + (4) cos. 4 + (8) cos. 8 -f (12) cos. 12 a + etc., 
$ = J. + (4) cos. 4/3 + (8) cos. 8/3 + (12) cos. 12/3 + etc., 
$ = A + (4) cos. 4^ + (8) cos. 8y + (12) cos. I2y + etc. 

etc. 

Atque hinc sequentes approximationes adipiscimur. 

LEONHAKDI EULERI Opera omnia In Institutiones calculi integralia 23 
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I. Si capiamus 4a = f seu -J-, prodit 

H- .4 -(8) + (16) -(24) + etc. 



Ergo 



Quare si termini (8) et sequentes ob parvitatem contemn! queant, erit satis 
exacte A = St. 

o *, ,_, 

II. Sumamus duas series ac statuamus 4 T et 4/3 = ~, ut sit a = ic 
et /3 = TJT j ^it 

.cos.4 + cos.4/? = 0, cos. 8 + cos. 8/3 = 0, cos. 12 a + cos. 12/3 = 

et 

cos. 16 a + cos. 16/3 = 2, 

unde sequitur 

1 + $ = 2A 2(16) + 2(32) 2(48) + etc. 
ideoque 

A = i (8t + S3) + (16) - (32) + etc. , 

a 

ubi numeri (16), (32) plerumque tarn erunt parvi, ut negligi queant. 

in. Addamus tres series ac statuamus 4cc = ^ , 4/3 = ^ 4j/ = '* , ut sit 



cos. 4 + cos. 4/? + cos. 4j/ = 0, cos. IGa + cos.16/3 + cos. 16^ = 0, 
cos. 8 + cos. 8/3 + cos. 8^ = 0, cos. 20 + cos. 20/3 + cos. 20 y = , 
cos. 12 + cos. 12/3 + cos. 12y = , cos. 24 + cos. 24/3 + cos. 24y = 3 , 



unde colligitur 

A = j (^ + % + <) + (24) - (48) + etc. 

IV. Si haec determinatio non satis exacta videatur, addantur quatuor 
eiusmodi expressions SI, S3, K, 35 sitque 4a = |-, 4/3 



^, 
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ac reperietur 

8( 4. 533 _|_ g 4. 3) = 44 __ 4(32) 4- 4(64) etc. , 

ergo nmlto propius 

4 1(81 + +< + $). 

^ % 

COROLLARIUM 1 

293. Ex invento autem valore A sequens B satis expedite reperitur, 
cum sit 



Quatenus ergo in A ingreditur membrum (1 + w cos. )" vel (1 -\-'nf) v , dum 
omnes illos sinus et cosinus complectitur, inde pro oritur 

2(v + 2)/ 
^ ^ V 



COEOLLAEIUM 2 

294. Gognitis autem coefflcientibus A et B quemadmodum sequentes 
omnes ex illis derivari possint, supra ostendimus. lis vero inventis integratio 
formulae dcf(l + n cos. <p) v per se est manifesta. 



PROBLEMA 35 

295. Integrate formulae dyl(l + n cos.y) jper senem secmdum sinus angu- 
lorum cp, 2(f, 3y> etc. progredientem evolvere. 

SOLUTIO 
Cum sit 

1(1 + n cos. y) = cos. (f Y^ S cos. r/-|- -| 3 cos. ^ 3 j 4 cos. <p 4 + etc. , 
erit his potestatibus ad simplices cosinus rednctis 



23* 
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1 1 



!.*-' 
5 16 



. 

6 32 



Qtiare si ponamus 

L + n cos. (f) = A + S cos. <pG cos. 2c/> 4- I) cos. By etc. 

/f __ jL . !L _j_ ~__ . -- _i - ' 4- -' - -f- etc. ; 



erit 



considerate ergo numero n ut variabili erit 






dn d n 

nn n 



. dn 2 
Hinc 

unde integratio praebet 



hoc enim modo evanescente n fit J. = 11 = 0. 
Turn vero erit 

IT, 1 , 1-3 W 8 . 1-8-5 M D 

_j__n + --. ir H.... i:8 .._ 
unde differ entiatio praebet 



1 
. nn) 



tttt) 



nn 



ergo 



1 . . 1-3 4 . 1-3-5 . , 1 . 

= )*w H w 4 ^ w + etc. = -7 - 1, 

2 2-4 2-4-6 ]/(!) 
1 , eZw dn 



2 nny(lnri) nn 
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et integrando 



_ R = ~ " ^ / _)_ _ 

2 w 



integral! ita determinate, ut evanescat posito n = 0. Quocirca pro binis primis 
terminis habemus 

) et B _2- 



nn 



ut sit J. = i! At pro reliquia differentiemus aequationeta assumtam 

_ -g, gin> , 2 od sin< 2 ^ _ 3^^^ s i n . 3^ 4. 4,^(f sin. 4y etc. 



1 + w cos. y 
seu 

== __K L sm.jp ^ gm , 20sin.2o) 3D sin.Sy + 4-EJsin.4^ etc. 

l+n cos. rp 

Quare per 2 + 2n cos. y multiplicando prodit 

Bn 



unde colligimus 



Cum igitur sit Jg-'-'^-*^ erit 



-- seu c _ 



ww \ n 

turn vero 



n 



Hinc, si brevitatis gratia ponamus ~^ ( -^^==m, erit 
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ideoque integrate quaesitum 

. c/>) = Const. <f I ----- + y m sin. rp -- m s sin. 2 <p 






etc. 



COBOLLARIUM 

296. Quodsi ergo ponamus w = l, erit m = l et 

922 2 

Z(l -j- cos. (p) = 12 -| cos. r/> _ cos. 2r/3 + v C()S> 3 f /> 4 coa. 4</) -|- etc. 
et 

2 2 ,-, 2 2 . . 

i!(l cos. (f) => 12 cos. </> -- cos. 2cp cos. o(p cos. 4r/; etc, 



Cum iam sit 

== - 2 r> = 

A 



cos. <p == 2 cos. - w 2 et 1 cos. ry> = 2 sin. </) 3 , 



erit 

et 



cos. f/ === Z2 + c s - y (> cos - ^ f y ~i~ ! c 8 - ^ f y \ i 

a a it 'i; 



I sin. re = 12 cos. (p cos. 2 cos. 15m coa. 4</i -- etc., 

A 4 .) '1 

hinc 

I tang. Y cp = 2 cos. cp -- cos. 3 (p r cos. 5 <p COB. 7 <p etc. 



CA.PUT YI1 

METHODUS &ENERALIS 

QUAECUNQUE PEOXIME INYENIENDI 

PEOBLEMA. 36 

297. Formulae integrate cuiuscungue y <=*fXdx valorem vero proxime 
indagare. 

SOLUTIO 

Cam omnis formula integralis per se sit indeterminata, ea semper ita 
determinari solet, ut, si variabili x certus quidam valor, puta a, tribuatur, 
ipsum integrate y = fXdx datum valorem, puta b, obtineat. Integrations 
igitur hoc modo determinata quaestio hue redit, ut, si variabili x alms quicun 
que valor ab a diversus tribuatur, valor, quern turn integrate y sit habiturum, 
definiatur. Tribuamus ergo ipsi x primo valorem parum ab a discrepantem, 
puta x = a + a, ut a sit quantitas valde parva, et quia functio X parum 
variatur, sive pro x scribatur a sive a + a, earn tanquam constantem spectare 
licebit Hinc ergo formulae differentialis Xdx integrals erit Xx + Const. = y\ 
sed quia posito x = a fieri debet y = I et valor ipsius X quasi naanet im- 
mutatus, erit Xa + Const. -6 ideoque Const. = 6- Xa, unde consequimur 
y^b+X(x a). Quare si ipsi x valorem a + a tribuamns, habebimus valorem 
convenientem ipsius y, qui sit =& + /?; ac iam simili modo ex hoc casu de- 
finire poterimus y, si ipsi x tribuatur alius valor parum superans a + ; 
posito igitur a-}- a loco x valor ipsius X inde ortus denuo pro constante 
haberi poterit indeque fiet y-6 + /9 + Z(-a-). Hanc igitur operationem 
continuare licet, quousque lubnerit; cuius ratio quo melius perspiciatur, rem 
ita repraesentemus : 



184 LIBBI PEIOEIS PAES PEIMA. JEGTIOPBIMA^ OAFUT YII 297-302 [201-202 

si a? = a, " fiat X~A et ?/ = &, 
si x = a', fiat X~A' et y = V 6 +-4 (a' a), 
si 3 = a " 5 fla t X = ^" et y = 6" = &' + 4'( a " - fl/ ) 
si a; = a'", fiat X-A"' et y = &'"=&"+ 4"(a"'- O 

etc. , 

ubi valores a, a', ", a"' etc. secundum differentias valde parvas procedere 
ponuntur. Erit ergo V = b + A(a' a), quippe in quam abit formula iu- 
yenta y = 'b + X(x a); fit enim X<=*A, quia ponitur tc==a; turn vero 
tribuitur ipsi a; valor == a', cui respondet T/ = //; simili modo erit 
l"=+ A'(a" a'), turn V" = V + A"(a'" a") etc., uti supra posuimus. 
Eestituendo ergo valores praecedentes habebimus 

V l> + Aa' a, 



V" = I + A(a' a) + ^L'( flW - a l + ^"( rt '" a ") > 
5"" = 5 + A(a' - o) + ^L'(a" - a') + J."('" - ") + ^t '"("" - '") 

etc., 

unde, si a; quantumvis excedet a, series ', a", '" otc. croHcendo continnetur 
ad cc et ultimum aggregatum dabit valorem ipsius ?/. 

COEOLLARIUM 1 

298. Si incrementa, quibus x augetur, aoqualia statuantur, scilicet a, lit 
sit ft' = a + a, a" = a-|-2a, a'" = a + -5o etc., quibus valoribus pro x sub- 
stitutis fanctio X abeat in A', A", A'" etc., atquo ultimas illorum valorum, 
puta a -\- na, sit = x, horum vero X, erit 

y-*l> + a (A+A' + A" + A'" -| ----- 1- X). 

COKOLLARIUM 2 

299. Yalor ergo integralis y per summationem seriei A, A', A", ---X, 
cuius termini ex formula X formantur ponendo loco x successive a, a + a, 
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a + 2, a + na, eruitur. Siimma enim illius seriei per differentiam a 
multiplicata et ad & adiecta dabit valorem ipsius y, qui ipsi x = a -{- na 
respondet. 

COEOLLAEIUM 3 

300. Quo minores statuuntur differentiae, secundum quas valor ipsius x 
increscat, eo accuratius hoc modo valor ipsius y definitur, siquidem termini 
seriei A, A', A' etc. inde etiam secundum parvas differentias progrediantur; 
nisi enim hoc eveniat, ilia determinatio nimis erit incerta. 

COEOLLAEIUM 4 

301. Haec ergo approximatio ex doctrina serierum ita explicatur. 

Ex indicibus 

a, a', a", a'", x 
formetur series 

.0., .o. , J.L t J\. ' * * -^? 

cuius ergo terminus generalis X ex formula differential! dy = Xdss datur. 
Turn in hac serie sit terminus ultimum praecedens 'X, respondens indici ' 
hincque nova formetur series 

A(a'-a], A (a" -a'}, A' (a'" -a"}, 'X (-'); 
cuius summa si ponatur = 8, erit integrate y =CXdx = 6 + $ proximo. 

SCHOLION 1 

302. Hoc modo integratio vulgo explicari solet, ut dicatur esse summatio 
omnium valorum formulae differentials Xdx, si variabili x successive ornnes 
valores a dato quodam a usque ad x tribuantur, qui secundum differentiam 
dx procedunt, hanc differentiam autem infinite parvam accipi oportere. Similis 
igitur haec ratio integrationem repraesentandi est illi, qua in Geometria 
lineae ut aggregata inflnitorum punctorum concipi solent; quae idea quem- 
admodum, si rite explicetur, admitti potest, ita etiam ilia integrationis expli- 
catio tolerari potest, dummodo ad vera principia, uti hie fecimus, revocetur, 
ut omni cavillationi occurratur. Ex methodo igitur exposita utique patet 
integrationem per summationem vero proximo obtineri posse neque vero 

LEOMHABDI EDLEM Opera omnia In Institutiones calculi integralis 2i 
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exacte expediri, nisi differentiae infinite parvae, hoc eat nullae, statuantur. 
A.tque ex hoc fonte tarn nomen integrations, quae etiam summatio vocari 
solet, quam signum integralis / est natum, quae re bene explicata omnino 
retineri possunt. 

SOHOLION 2 

303. Si pro singulis intervallis, in quae saltum ab a ad x distinximus, 
quantitates A, A', A', A" etc. revera essent constantes, integrate fXdx 
accurate impetraremus. Eatenus ergo error inest, quatenus pro singulis illis 
intervallis istae quantitates non sunt constantes. Ac pro primo quidem inter- 
vallo, quo variabilis x a termino a ad a' procedit, A est valor ipsius X 
termino a conveniens, alteri autem termino a respondet A'; uncle, quatenus 
non est A'-=-A, eatenus error irrepit. Cum igitur in istius inter valli initio 
sit X=-A, in fine autem X = A', conveniret potius medium quoddam inter 
A et A' assumi, id quod in correction huins method! mox tradenda obser- 
vabitur. Interim Me notasse iuvabit pari iure pro quovis intervallo valorem 
tarn finalem quam initialem capi posse, ubi simul hoc perspicitur, 1 ) si altero 
modo in excessu peccetnr, altero plerumque in defectu errari. Ex quo hinc 
binas expressions eruere licet, quarum altera valorem ipsius y nimis magnum, 
altera nimis parvum sit praebitura, ita ut illae quasi limites veri valoris 
ipsius y constituant. Quemadmodum ergo rem repraesentavim.ua 301, valor 
ipsius y = Cxdx intra hos duos limites continebitur 

I _|_ A (a' - a) + A' (a" - a') + A" (a'" a") + + 'X(x ') 
et 

I 4. A' (a' a) + A" (a" a') + A'" (a" a") + - + X (x 'a;) , 

quibus cognitis ad veritatem propius accedere licet. 



SCHOLION 3 

304. lam notavimus intervalla ilia, per quae sc successive increscere 
assumimus, ideo valcle parva statui debere, ut vatores respondentes A, A> 
A" etc. parum a se invicem discrepent; atque hinc potissimuna iudicari 
oportet, utrum ilia intervalla a' ~a, a" a', a'" a" etc. inter se aequalia 



1) Quae sequuntur non valent, nisi crescente a functio X aut continuo* crescit aut continuo 
deorescit. L. S. 
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an inaequalia capi conveniat. Ubi enim valor ipsius X mutando x parum 
mutatur, ibi intervalla, per quae oc procedit, tuto maiora constitui possunt; 
ubi autem evenit, ut ipsi a> levi mutatione inducta functio X vehernenter 

varietur. ibi intervalla minima accipi debent. Veluti si sit X. - -, 
' L ]/(! 0:0) 

perspicuum est, ubi x proximo ad unitatena accedit, quantumvis parvum inter- 
vallum, per quod * augeatur, a,ccipiatur, functionem X rnaximam mutationem 
pati posse, quia tandem, sumto x = 1 ea adeo in infmitum excrescit. His 
igitur casibus ista approximatione pro eo saltern intervallo, in cuius altero 
termino X fit infinita, uti non licet; sed huic incommodo facile remediuni 
affertur, dum formula ope idoneae substitutionis in aliam transformatur vel 
dum pro hoc saltern intervallo peculiaris integratio instittutur. Yeluti si 

proposita sit formula -j^-~- , pro intervallo ab x = ~L co ad # = 1 ilia 
methodo integrale non reperitur, at posito x = 1 #, q^i 3 - termini ipsius & 
sunt et co. erit e quantitas minima, unde formula erit - ~ ~ -~ 

' ^ 



cuius integrale ~- pro intervallo illo praebet partem integralis -^- Quod 
artiflcium in omnibus huiusmodi casibus adhiberi potest; ipsam autem 
methodum descriptam aliquot exemplis illustrari opus est. 



EXEMPLUM 1 

305. Integrale y = Cx"dx ita sumtum, ut evanescat posito x Q, proxime 
exhibere. 

Hie est a = et & = 0, turn X = x n ; iam valores ipsius a? a crescant 
per communem differentiam a, ut sint 

indices 0, a, Va, &a, 4a, X , 
series 0, a", 2"a", 3"", 4"a n , - x\ 

et terminus ultimum praecedens est ( )*, quare integralis 

y = Cx n dx = ^ x n * 1 
J J n + 1 

limites sunt 

a(0 + a"+2 n a K + 3 n "+ +(a? a)") 

6 a (a" +2" a" +3" a" + .- +!"), 

24* 
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eo erunt arctiores, quo minus mtervallum a accipiatur. Ita si = 1, 



eruntlimites + 1 + 2 + 3+4 . 

et 1 + 2"+ 3"+ 4" + 



si sumatur = Y> ertmt limi 

1 + 2+ 3"+ 4" + ---- h (2* - 1)") 



et 

_J_ (l 4. 2" + 3" + 4" + + (2#)") ; 

ac si in genere sit a = ~, erunt limites 

--L-(0 + 1 + 2" + 3" + 4" + + (mas - 1)") 
et 

^ (1 + 2" + 3" + 4" + h ()") - 

quorum Me ilium superat excessu *", undo patot, HI numoruR m sumatur in- 
flnitus, utrumque limitem verum integralis ;iy == )( + l so" ' "' OHHO praobiturum 
valorem. 

OOEOLLARIUM 1 

306. Seriei ergo 1 + 2" + 3" + 4" -| 1- (my}" Hiirama oo propiua ad 

^ri(mx) n+1 accedit, quo maior capiatur numorus m; quaro posito mx = a 

huius progressionis 

1 + 2" + 3" + 4" -1- |- z" 

summa eo propius ad -T^^"" 1 " 1 accedit, quo maior fuerit numorus e. 

COEOLLAEIUM 2 

307. Ex priore autem lirnite posito mx = n eadom quantitas -j^"" 1 ' 1 
proxime exaibet summam huius seriei 

I 1 -L- 9" -|_ ^" _1_ A." _J_ L (y 1 V 



208-209] METHODUS GENEBALIS INTEGRA.LIA PROXIME INVENIENDI 189 

unde medium sumendo erit accuratius 



sen addendo utrinque y0" habebimus 

1 + 2" + 3" + 4" + +"=-^4rj" +1 + ^* < " proximo, 
quod congruit cum iis, quae de vera huius progressionis summa sunt cognita. 

EXEMPLUM 2 

308. Integrate y =/^f H sumtum, ut evanescat posito x = l, proxime ex- 
liibere. 

Erit ergo a = 1 et & = 0, unde, si ab a ad nc intervallum progressionis 
statuatur = , erunt 

indices a, a -{-a, a-\-2a, a-\-2>a, a; 
et 

termini seriei , 



ubi terminus ultimum praecedens est ^^ = 'X. Cum nunc nostrum inte- 
grals sit 



eius valor intra hos limites continebitur 

is^ "* *" *-"/ 



)"~ (1 + 2 a)" 

et 



-a)"^ (l + 2a)" ^ (l+3a) n 
Quare posito = erunt hi limites 

' m -ifJL + _ 1 ,1,1 
et 
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qui, quo maior accipiatur numerus m, eo propiua ad valorem integralis 
i ' __ L_ accedunt. Notandum autem est casu w = l integrale fore <=lx. 

n _l (n-l)a:*- 1 

COROLLAKLUM 1 

309, Quodsi ponamus was -*'+*, nt sit a = i-, prodibunt hae pro- 
gressiones 



-i (! + i j_ __!___ + . . . + -1 

et 



7V ' 



quarum summa altering maior est, alterius minor quam 

n ~ l in" ~ 1 



casu autem n == 1 haec expressio abit in / (l + ~- j . 

COEOLLAEIUM 2 
310. Cum prior progressio maior sit quam posterior, erit 

1 1 1 . 1 ^ (m-fa)"- 1 wt"- 1 

wr "^ (m + 1)" ~^ (m + 2) "i '" (m + 'iir - 1)" > ( - 1 ) m" ' l (m + 0}"- 1 ' 

1 . 1 _ , _ 1 , , 1 m + a- 1 -^"- 1 

(m + 1)" "^ (m + 2)" "" (m"+ 3)" "^ " ( 



addatur hie utrinque s, ibi vero , -T- , et sumatur medium aritlimeticum; 
erit exactias 

1 i 1 , I , l , . , 1 . 
m" ' (m + I) 71 ~ (m + 2)" ~ (m -f 3)" ' ~ (m + z) n 



quae expressio casu w = l abit in l(l + -~) + - 1 -- + , rr - 1 1 

\ ' in/ ' 2m ' 2(m-j-) 
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COROLL1BIUM 3 

311. Ponatur z = mv et habebnnus sequentis seriei summam proxime 
expressam 

1 1 _ L__4_ , 1 ^(2ffl + M 1)(1 + ) B 

m? """ (j + l) n i" (TO + 2)" ^ "" w M (l+) n ~ 2(w l)?w 



et casu w = 1 

_, _1 __ , , 

" l ~ " t * 



m+mv 
unde, si ;==!, erit proxime 

i _ 2" (2 m + n 1) 4 m + n 1 

" 



w?~T~(m + 1) 
et 

1 



" """ ~" " "" 



. _ == 
2 m 



COEOLLAEIUM 4 

.312. Hinc nascitur regula logarithmos quantumvis magnorum numerorum 
proxime assignandi, dum series vulgares tantum pro numeris parum ab imi- 
tate differentibus valent. Scribamus enim u pro l-\-v et liabebimus 



m . m 

unde Zw eo accuratius definitur, quo maior sumatur numerus m. 

EXEMPLUM 3 
313. Inteqrak = f~ x - ita &mbm, ut evanescat jposito x = 0, proxime 

*y " Ice ~~T~ cc sc 

cxprimere. 

Hoc integrate, ut novimus, est y = Ang. tang, y , ad quern valorem proxime 
exhibendum est a = et 'b = 0; si ergo valor ipsius a; ab per diflerentiam 
constantem a crescere statuatur, ob X = --^ erunt eius valores 

pro indicibus 0, a, 2a, 



1 c 

senes ' 
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cuius terminus' ultimum praecedens est 'X~-^^ t - Quare integrate 
nostri y = Ang. tang, -f- valor proxime est 



KCC 



alter vero proxime minor, quia Me est nimis magnus, est 

. __ c_ ___ . _____ , c \ _ 
cc-f 9 cc + sraJ/ 



Inter ^UOB si medium capiatur, ibi a-~, hie vero -^-^ adiiciendo pro- 
pius erit 

t_ _JL ____ L _ ___ j _____ i ______ c - __ \ 

"' c'c4a' t " ccQaa^ ' ' r cc + xx/ 



_ _ ____ 

cc +"' c'c+4a'" cc+Qaa 

x a. /I c \ , , x 

4- - -\ --- - ) = Ang. tang. 
. -r \ i fa b 



Pro hoc ergo angiilo valorem proxime verum habemus 

, , x (I , 1 . 1 , . 1 

Aug. tang. = c + + - + ' + 



cc-\-xx/ 2c(cc + aja;) 

qui eo minus a veritate discrepabit, quo minor fuerit numcrus ratione ipsius c. 
Quodsi ergo pro c numerum valde magnum sumamus, pro a unitatem accipere 
licet, unde posito x = cv erit 

, , ^ /_!_ , 1 . i__ , 1 . . 1 _ \ _ 2+M__ 

G* &* \/>/i ' /5/J_1 ' /i/tJ_/* ^/>/i_LQ ' ' // _L //)!/ 2 c( 1 



idque eo exactius, quo maior capiatur numerus c. 

COROLLAEIUM 1 
314. Si ponamus c = 1, quo casu error insignia esse debet, fiet 

Ang. tang. V = 1 
B S 
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git v = 1; erit Ang. tang. l = -|- = l-|-y -f- = T hincque n = 3, quod non 
multum abhorret a vero. 

Si ponamus c = 2, prodit 



1.1 



1 \ 

^/ 



n . . 1V ., . , ^ /1,1.1\388S31 

unde, si v = l, colligitur Ang.tang.l-= v =2( T + r ^ I +jq^J -3- = ^- g- 

Q J 

sicque JT = ^ = 3,1 propius accedens. 



'COEOLLAEIUM 2 
315. Sit c = 6 eritque 



. , c , . , 

Ang.tang.-y = b ^- + ^^ + ^^ H 

unde, si ^ = - et ^ = Y> oritur 



Ang. tang. = 6 + ^-j- + 4 + 

A i 1 r- ( l i ! X 19 

Ang. tang. - = 6 ^-- + -~ 



At est Ang. tang. \ + Ang. tang, -j = Ang. tang. 1 = f Ergo 

7 695 



4 \36 1 ~37~ t "40 / ~ r l5 120 1110 40 888 

seu n == ^ = 3,1306. 

COROLLARITJM 3 
316. Sin autem ibi statim ponamus = 1, erit 

31 pf 1 _i_!j_L_i__ 1 _L!-4-!.4-- 1> l-- 

7 = b \36 ~"~ 37 "*" 40 "^ 45 ' 52 " 1 ~ 61 ^ 72/ 8 ' 

unde fit n = 3,13696 raulto propius veritati; plurium scilicet terminornm ad- 
ditio propius ad veritatem perducit. 

LKONHAHDI BULERI Opera oinnia In Institutionea calculi integralia 25 
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PROBLEM! 37 

317. MetJiodum ad integralium valores appropwquandi ante expositam per- 
fectiorem redder e, ut minus a, veritate aberretur. 

SOLTJTIO 

Sit y = Cxdx formula integrals proposita, cuius valorem iam constet 
esse y = l), si ponatur x = a, sive is sit datus per ipsam integrations con-. 
ditionem sive iam per aliquot operationes incle derivatus; ac tribuamus iam. 
ipsi x valorem parum superantem ilium a, cui respondet y = &, turn vero 
flat X = A, si ponatur x = a. In superior! autem methodo assumsimus, dum 
x parum supra a excrescit, manere X constantem =A ideoque fore 

Cxdx = A(x a). 

Li quatenus X non est constans, eatenus non est JXdx = X(x ), sed 
revera habetur 

fXdx == X(x - a) -f(x a)d X. 

Ponamug igitur dXPdx eritque 

a)dx, 



et si iam P -^, quamdiu x non multum ft excedit, ut constantem spec- 
temus, habebimns 

fP(x - a)dx = -- P(x a) 2 
sicque flet 

y = fXdx = 6 -|- X(x -a)- -- P(x - a) 2 , 

*' a 

qui valor iam propius ad veritatem accedit, etsi. pro X et P ii valores capi- 
antur, quos induunt vel posito x = a vel posito x a -f- , maiore scilicet 
valore, ad quern hac operatione x crescere statuimus; ex quo hinc, prout vel 
x~a vel x = a-\- a ponimus, geminos limites obtinebimus, inter quos veritas 
subsistit. Simili autem moclo ulterius progredi poterimus; cum enirn P non 
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sit constans, erit 

f* l l r*/ 

I P(x ctydx = P(x ctj 1 / (cc a) dP, 

unde, si statuamus dP= Qdx, erit 

J(a; _ a }*dP = fQ(x afdx = ~ Q(x - of, 

siquidem Q ut quantitatem constantem spectemus, ita ut sit 

Eadem ergo methodo si ulterius procedamus, ponendo 

X=^- P = 
invenimus 



quae series vehementer convergit, si modo x non multum superet a, atque 
adeo, si in infiniturn continuetur, verum valorem ipsius y exhibebit, siquidem 
in functionibus X, P, Q, E etc. valor extremus x = a + substituatur. Nisi 
autem earn seriem in infinitum extendere velimus, praestabit per intervalla 
procedere tribuendo ipsi x successive valores a, a', a", a'", a"" etc. ac turn 
pro singulis valores litteris X, P, Q, E, 8 etc. convenientes quaeri oportet, 
qui sint, ut sequuntur: Si fuerit 

x =a, a', a", a'", a iv , a 1 etc., 
fiat 

V A A' A" A'" A A y ft,f 
JL=*A, A, A , -a. , jfL , Ji tJtb. , 

P = JS, J5', B", B'", B iv , J? Y etc., 



dx 
dP 



, C", C", C'", C IV , (7 V etc., 



dx * 

<LQ=,E = D, D' D", D'", J lv , J5 V etc. 
dx 

etc. ; 

turn vero sit 

-&, I', I", I'", V\ V etc., 



26* 
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quibus constitutis erit, ut ex antecederitibus colligere licet, 

&'-,& A'a'-*-B'(a' -a)' + C'(a' -a f 



I" - V + ^" (a"- a' ) - B" (a" -a' ) + { 6>" - a' ) 8 



- 6" + ^'"K'-a") - JB'"('" - a") 3 + -J r'(fl'"- a") 8 



yv _ 6 + A ^^_ ( ^ _ |j5"( a 'v _ a y + .1. 6 -v^,v __ a ^, 
*D IV (a -"')* + etc. 

j&4: 

etc., 

quae expressiones eousque continuentur, donee pro valore ipsius x quantum- 
vis ab initial! a discrepante valor ipsius y obtineatur. 

COEOLLAEIUM 1 

318. Haec igitur approximandi methodus eo utitur theorem ate, cuius 
veritas iam in Calculo Differential.'^} est demonstrata: quodsi y t'iiiHinodi f'uerit 
functio ipsius x, quae posito x = a flat =1, ac sfcatuatur 



-. 

fore generaliter 



X(x -a}-P(x- a) 2 + Q(x- ) 3 - > Ii (x - 



1) InsMhitiones calculi differ etiUaUs , partis posterioris Cap. Ill; vide otiam notam p. 41. 

L. S. 
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COROLLIRIUM 2 

319. Si hanc seriem in infmitum continuare vellemus, non opus esset 
valorem ipsius x parum tantum ab a diversum assuinere. Yerum quo ista 
series magis convergens reddatur, expedit saltuin ab a ad x iu intervalla 
dispesci et pro singulis operationem Me descriptam institui. 



COROLIARIUM 3 

320. Si valores ipsius x ab a per .differentiae constantes = a crescere 
faciamus sitque ultimus a-{-na = x, ita ut, si fuerit 

x = a, a 4- a, a + 2, + 3, *, 
fiat 

_2^_sss= j\_ ? ja. j xL j -t-L ^ ... _/^^ 



dX 
dx 



P=J5, 5', 5", S'", P, 



n n n> n" (]'" . . . Q 

^-(7, 0, 0, , , 



rfP = ^ = ^ 

B=J>, D', D", D'", R 



- _. 

dx 

etc. 
indeque 

77/7" 1."' 

y = o, b , o , o , 

erit pro valore x = x omnes series colligendo 

- a\B' + B" + B'" + - + P) 

2 

i_ l ^(C^ r _i_ /^" _1_ /""'" ^.i^ . . , J_ ^)\ 
6 

_ ^ a *(D' + D" + D'" + - - - + R) 
etc. 
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SCHOLION 1 

321 Demonstrate theorematis Corollario 1 memorati, cui laaec methodus 
approximandi innititur, ex natura differentialium ita instruitur. Sit y functio 
ipsius ID, quae posito 0- fl fiat y = ?>, et qnaerarmis valorem ipsius y, si a, 
utcunqtie excedat o. Incipiamus a valore ipsius maximo, qui est x, et per 
differential descendamns atque ex differentialibus pateb, 



si fuerit a> 



x ndx 



fore y 

dy +ddy d z y + d'y etc. 
3ddy-~ kd?y + 5d 4 2/ etc. 
Bddy IQd'y + I5d*y etc. 



,, 
ay 



8 ) 



1.2.8-4 



etc 



Ponamus nunc x nda> = a; erit n = x d ^ ideoque nuraerus infinitus; turn 
vero valor pro y resultans per hypothosin ease debet =(>, quamobrem 
habebimus 

, _ (x a)dy . (x atfddy (* rifd^y _ ( (x a\ 

dx 1 



Quodsi iam statuamus 



dx 



reperimus ut ante 



dp 



' dx 



Unde patet, si x quara minime superet a, sufficere statui ?/ = />+ X(a; a), 
quod est fundamentum approximationis primum propositae, illius scilicet 
limitis, quo X ex valore maiore ipsius x deflnitur. 
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SCHOLION 2 

322. Quemadmodnm hoc ratiocinium nobis alterum tantum limitem supra 
assignatum patefecit, ita ad alterum limitem hoc ratiocinium nos manuducet. 
Scilicet uti ante ab x ad a descendimus, ita nunc ab a ad % ascendanius; 



si abeat a in 
a--\- da 



a 



a + 



turn I abibit in 



I + 



Sddt + 






etc. 



Sit iam a + nda^-x seu n = ~~ et valor ipsius I fiet = y, Sint autem 
A, B, C, D etc. valores superiorum functionum X, P, Q, E etc., si loco x 
scribatur a, eritque pro praesenti casu 

dd~b , 



B 



Quocirca habebimus 



, 
-=-TJ etc. 



~ 



-a i + etc., 



quae series superior! praeter signa omnino est siniilis; ac si x parum excedat 
a, ut & + -4(0 a) satis exacte valorem ipsius y indicet, hinc alter limes supra 
assignatus nascitur. Quodsi autem progression ab a ad <c ut supra 320 m 
intervalla aequalia secundum differentiam a dispescamus et termini in singu- 
lis seriebus ultimos praecedentes notentur per 'X, 'P, 'Q, 'R etc., habebimus 
pro y quasi alterum limitem 






etc. , 
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ita ut etiam in hac methodo emendata binos habebimus limites, inter quos 
verus valor ipsius y contineatur. Propius ergo valorem assequemnr, si inter 
hos limites medium arithmetician capiamus, uncle prodibit 



2/ = 



etc. 

Atque liinc superiores approximationes tantum addendo membrum - 4 a\B P} 
non mediocriter corrigentur. 

EXEMPLUM 1 

323. Logariihmum cimisvis numeri x proximo cxpritnerc. 

Hie igitur est y=J-~r> quod integrale ita capitur, ut evanoscat posito 
o; = l; erit ergo a = l et & = et X = . Sumamus iam ab imitate ad x 
per intervalla = ascendi, et cum sit 



p^ _ ^ _ j _ u 

dx xx ' " v dx a; 8 ' "*" dx 



pro indicibus 
erit 



x= I, 1 -|- a, 


l + 2, l + .'i, 


X 


1 


1 1 


i 






... j 




1 + K 


1 + 2 a 1 -|~ 3 


a; 


P -1 1 


1 1 


1 


(i+7' 


(1 + 2 a) 2 ' ~'(l + 3a)" 


za;' 


G- 2. |r+V' 


2 2 

""(l+Ya) 3 ' (l + 3) 8 ' 


2 

" v 


E 6 6 


6 6 


6 


(!+')*' 


(l + 2c:) 4 ' (l+3) 4 ' 


X 1 




etc., 
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unde adipiscimur 



_ 

2 \ ' a; / 4 



_- _ _ 
4- ) 3 (1 4- 2) s 



10 

etc. 
Quare si sumamus n = , erit 

, r = (Ji4.^_4._J_+... + _J_l_-^ xx - 1 - 

\m~ m4-l ~ w4-2 ~ * mx J 2mx bmmxx 

1/1 1 1 1 \ a; 3 4-1 x* I 

+ "3 W + (w+"iy s "^ (w+2) 8 "^ "~ (mxf 1 ~ 6m 3 a; 8 "8 ?^ 

1/1 1 1 _l_ 1 ^ * B 4-1 a; 6 ! 

^ ~5 \m 6 "^ (w+T) B ~*" (w+l") s ^ ' (ma;) 5 / ~~ lOrn^ 12m 6 o; 6 ~ 

etc. 



COROLLABIUM 



324. Si hae progressiones in infiuitum continuentur, erit postreraarum 

summa = 
i. Un( j 6) cum 

1 



,. 1 7 m 1 7 wo; 4-1 1 -.mx+'i nvimnrn-m 

partmm summa = y^^ y -iiF" = "~ T *(ST=I)5' P nmarum 



l, ma; 4-1 , 1 jtn-1 1 7 a;(ta;4-l) 

'~ 



LEONHARDI EULERI Opera omnia 111 Inatitutionea calculi integralis 26 
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erit ' 



mx 



2 / 1 , 1 ,. .1 



+ y V^Tif + (OT + 2) 8 ' + (m + 3 j" H "" w 8 a y 



___ _ 

" (w + 2) 6 " 
etc., 

quae expressio adeo, si in infinitum conMnuetur, verum valorem log. ~ ( 

praebet. 

EXBMPLUM 2 

325. J.rcww drcM^, cwms tmgens est = 'J , /we mcthodo proximo exprimere. 

Quaestio igitur est de integral! 'y^j c ^ xx > <1 110(1 posito x = eva- 
nescitj eritque a = et & = 0, turn vero 



c p _ dX ___ - 2_c r; rfP __ - 2c(cc - 3a;a;) 

~~ CC'+M ' ~ 'da ~ (cc-h xxf ' L ' dx ' (cc -\- xx)* ....... 



dQ _6ca;(3cc 4iKx) q _dli 

d^ ~ ~~(cc + xx) r ~ ' ~~ Tx 

quae formae in infinitum continuatae clant 



~ _ca;cc iKx q _ _ ........ , 

-. ~ d^ ~ ~~(cc + xx r ~ ' ~~ Tx ~ ............ (cc -|- .-';) r> 



.ex _ __ 

cc+xx (cc + -xxf 3 (cc + xx)' A 4 (cc + x% 

ca; 5 (3c 4 3 



Verum si x per intervalla =1, ut sit = 1, orescoro ponainus, erit 

J. = ^, 5=0 , C - -~.2. c l. . f jrj _ o etc. 

7?' _^_rl c ^ r" _ -2e(ce 3) ,., _ 6c(3cc-4) 

^-"-' ~'"~ ' """"*'" 



cc+.l ' .-(cH-l' 

J^_.' c 7?" == _ni__ /?" _ _ 2c(cc 12) T)" _ 12c(3cc_ 16) . 

- ' (cc + 4) 8 " ..... ' "" "(cc + 4)* 



J"' = c TJW _ 6c , __ 2 c (c c 27) 7y/ , _ 1 8 c (3 cc 36)_ 

ce 9' - co 9" f ......... ' ~ "" " ' 



C P 
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hincque 

^/' 1 _L 1 j' 1 l 1 l I * \ 

II = C { H - H ; - H h H 

\cc cc + 1 cc + 4 cc+9 cc + xx/ 

^ + 



2c 

c/1 . cc 3 cc 12 , cc 27 cc 3xx\ 

1 H *" 



. 1 .c(cc 3xx} cx(Scc ^xx) 
6c 3 6 (cc+ xxf 8(cc + ^^) 4 

etc. 

OOKOLLABIUM 
326. Posito ergo c = ic = 4, ut fiat y = Ang. tang. 1 = ~ , erit 

%1 4 44111 1 



17 ' 20 ' 25 ' 8 8 16 ' 128 
4/1 , 13 ^_ 11 _ 32\ , JL. 1 , 1 

~T on3 oK3 QoS/ I OQ,I 



"3 V256 r !7 3 ~20 3 25 s 32V ' 384 1536 ' 128-256 

cuius valor non multum a veritate discedit; sed haec exempla tantum illu- 
strationis causa affero, non ut approximatio facilior, quam aliae method! 
suppeditant, inde expectetur. 

EXEMPLUM 3 

_ i 

327. Integrale y f- Ma sumtum, ut evanesced posito x = 0, vero 
proxime assignare. 

Per reductiones supra expositas est 



_i r~ 

et pars e *x evanescit posito x = 0. Quaerarnus ergo integrals 2=Je x dy>, 

i 

quia eo invento habetur y = i""iK 2, ac supra iam observavimus alias 
methodos approximandi in hoc . exemplo frustra tentari. Cum igitur posito 



26* 
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x = evanescat g, erit a = et I = 0, turn vero X = e * hincque 



p = rfX ==e -~J L 



rfa; 



12 36 



f 
etc., 



quibus valoribus in infinitum continuatis erit 



z = e 



12 36 24 



sen 



quae series parum convergit, quicunque valor ipsi x tribuatur. Per inter- 
valla igitur a usque ad x ascendamus ponendo pro x successive 0, a, 2a, 
3a etc., ubi notandum fore J. = 0, J? = 0, (7=0, D = etc., ac regula 
nostra praebet 



12 



a*/ 48 



1 4 4/1 6 6\ 
8 Va; 6 ~ a 5 + ?/ 



Si hinc valorem ipsius e pro casu x = 1 determinare velimus et pro a 
fractionem parvam ^- assumamus, habebimus 
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1 / 
(e 
n \ 



Anne 



\ "j o /i/ 8 xi 



Si hie pro w sumatur numerus mediocriter magnus, veluti 10, valor ipsius 
# ad partem millionesimam unitatis exactus reperitur ac vicies exactior pro- 
diret, si pro n sumereinus 20. 

SCHOLION 1 

328. Hoc exemplum sufflciat eximium usum huius methodi approxi- 
mandi ostendisse. Interim tamen occurrunt casus, quibus ne hac quidem 
methodo uti licet, etiamsi totum spatium, per quod variabilis x crescit, in 
minima intervalla dividamus. Evenit hoc, quando functio X pro quopiam 
intervallo, dum variabili x certus quidam valor tribuitur, in infmitum ex- 
crescit, cum tamen ipsa quantitas integralis y *=CXdx hoc casu non fiat in- 
finita; veluti si fuerit 

dx 



ubi X = ^ , quae posito 00 = a fit infinita, integrate vero y=C 2"(/(a x) 

y(a x) 

hoc casu est finitum. Hoc autem semper usu venit, qnoties huiusmodi 
factor a x in denominatore habet exponentem nnitate minorem; turn 
enim idem factor in integral! in nnmeratorem transit; sin autem eiusdem 
factoris exponens in denominatore est unitas vel adeo unitate maior, 
turn etiam ipsum integrate casu x = a fit infinitum; quo casu quia 
approximatio cessat, hie tantum de iis sermo est, ubi exponens unitate 
est minor, quoniam turn approximatio revera turbatur. Verum huic in- 
commodo facile medela afferri potest; cum enim differentiate eiusmodi for- 
rnam sit habiturum - -^ existente A < /JL, ponatur a x== &', ut sit 

(a x) ' ' 

x = a & u et dx = /Lttf'^dz, et diiferentiale nostrum erit = {iXtf i ~~*"~ 1 d#, 
quod casu x = a seu = non amplius fit infinitum. Vel, quod eodem 
redit, pro iis intervallis, quibus functio X fit infinita, integratio seorsim 
revera instituatur ponendo x == a + <x> ; turn enim formula Xdx satis fiet 
simplex ob a) valde parvum, ut integratio nihil habeat clifficultatis. Veluti 
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si valorem ipsius y= C , xx x A per intervalla ab # = usque ad # = a a 

*. J]/(a 4 a; 4 ) * ^ 



xx x A 

. 4 ) 

iam simus consecuti, pro hoc ultimo intervallo ponamus x = a to et inte- 
grari oportebit 



o - 6 aa&co 
quod ob co valde parvum abit in 



5o 5oo\ 
~~ 7 



cuius integrale sumto ca == a est 

T/ 

Vaa 



, 
12 Y a 32 ay a 



quod, si ad plures terminos continuetur, non solum pro ultimo intervallo, sed 
pro duobus pluribusve postremis ponendo o> = 2a vel u) = 3a adhiberi potest. 
Pro quibus enim intervallis denominator iam fit satis parvus, praestat hac 
methodo uti quam ea, quae ante est exposita. 

SCHOLION 2 

329. Interdum etiam aliud incommodum occurrit, ut denominator duo- 
bus casibus evanescat, veluti si fuerit 



ubi variabilis CD semper inter limites I et a contineri debet, ita ut, cum a 
& ad a creverit, deinceps iterum ab a ad I decrescat; interea autem integrale 
y continuo crescere pergat, cuius igitur valor per intervalla commode deter- 
minari non potest. Hoc ergo casu in subsidium vocetur haec substitutio 

1 / . i\ 1 f IA 
x = Y (a + b) -~ (a 0) cos. y , 



1) Editio princeps: quod ob co valde parvwn obit in ^ a M~ + ~^) cu i us intearak 

2 ]/o) \ " a /././ y 



sumto = erfa^- + . Correxit L. S. 

~ 
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qua fit 

1 

et 



(a-q+(a 



seu 

unde oritur y= CXdcp, quae nullo amplius incommodo laborat, cum angulum 
cp continuo ulterius aequabiliter augere licet. 

Hoc etiam ad casus patet, ubi bini f actor es in denominatore non eundem 
habent exponentem, veluti si fuerit 

Xdx 



ita ut /u, et v sint minores quam 2 A, quem exponentem parem suppono. Si 
iam p et v non sint aequ-ales, sed v < /u, ad aequalitatem reducantur hoc 
modo 

y^Jix x ~ 

Quodsi iam ut ante ponatur 

x = jL ( a -(_ ft) _ ,1 (a ft) cos. cp , 
obtinebitur 



ubi angulum c/) 3 quousque libuerit, continuare et methodo per intervalla pro- 
cedente uti licet. Quibus observatis vix quicquam amplius lianc methodum 
approximandi remorabitur. 



CAPUT VIII 

DE VALORIBUS INTEaRALIUM 
QUOS CERTIS TANTUM CASIBUS RECIPIENT 

PROBLEM! 38 
330. Integralis C x dx valorem, quern posito x = l recipit, assignare, inte- 

Y \*- ~~~" x osj 

grali scilicet ita determinate, ut evanescat posito = 0. 

SOLUT10 

Pro casibus simpUcissimis, quibus m = vel m = l, habemus posito 
x = 1 post integrationem 

^ = ^ e t 



Deinde supra 120 vidimus esse in genere 



xx) w + 1. 

casu ergo a; = 1 erit 

r x m+i dx = m r x m ~ l 
J i ^ X3 ~ m + lJ /i'~ 



~ l dx 



unde a siraplicissimis ad maiores exponentis m valores progrediendo obtine- 
bimus 
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r 


^ 


/ /y // /y 

/ rao: 


1 ' 


J> 
r 


/Yi ro A 2 
j^ _ jj j^ \ ^ 

\ / 
xx Ax I x 


/_ 


2 


J> 

f 


'(1-xx) 2 2 

/yt4 /-7 /vi "1 ^ 3T* 


)/(! a?a?) 
/^ 5 ^ 


3 
2-4 


j> 

r 


/(I -00) 2-4 2 . . 

il/ Cw^? I'O'O 'Jt 


|/(1 ##) 
/^ 7 ^ 


3-5 

2*4*6 


J> 
r 


/(I xx) 2*4*62 
x*dx 1-3 -5 -7 5t 


J/(l a?af) 
/* # 9 d^? 


3-5-7 

2-4*6-8 


J> 


/(I __ xx) 2-4-6-8 2 


^ ]/(! a? a;) 


"""3-5-7*9 
2 4 6 2^i 




3/ n dx 1 * 3 5 - (^2^2- Ij 7t 


1 




, 


if* \ 9 . A . . . . . . 9! . 9! 


~f ~l/fi /v. / ^ 


^ ;= i*7''f2'W4-l^ 



COROLLAEIUM 1 

331. Integrate ergo JL^_^_ posito r == 1 algebraice exprimitur casibus, 
quibus exponens m est numerus integer impar, casibns autem, quibus est par, 
quadraturam circuli involvit; semper enim n designat peripheriam circuli, 
cuius diameter =1. 

COKOLLAEIUM 2 

332. Si binas postreinas formulas in se multiplicemus ? prodit 



posito scilicet = 1, quam veram esse patet, etiamsi n non sit numerus 
integer. x ) 



J. w 

1) Si more consueto ponitur j x' l> - l (l $y~ l dx == J5(jp, g), J e~ a 

*o o 

pro quocunque valore ipsius n posito a? = 1 



, erit 



H 71 1 'i 2 /t T J 

/ i /v* (LCC, / ft/ 



Vide L. EULERI Commentationes 321, 421, 640 et 675 (iudicis ENESTROEMIANI), LKONHARDI EULERI 
Opera omnia, series I, vol. 17, 18 et 19. L. S. 

LEONHARDI EULERI Opera omnia In Institutiones calculi integralis 



27 
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COEOLLAEIUM 3 

333. Haec ergo aequalitas subsistet, si ponamus x = f, iisdem conditio- 
nibus, quia sumto 3? = vel # = 1 fit # = vel # = 1. Erit ergo 

/V""* 1 '- 1 ^ rs* nv + * v - l d2 1 1C 

-J/-2/ I - . I --- === - - 

J y(i_0a*) J y(i z**} 2n + l 2 

et posito 2nr + v 1 = /a fiet posito $ 1 

T 0grf0 r ^+ y d! = . 

J i3^ j i -^ ~ 



SCHOLION 1 

334 Quod tale production Mnorum integralium exhiberi queat, eo magis 
est notatu dignum, quod aequalitas haec subsistit, etiamsi neutra formula 
neque algebraice neque per n exhiberi queat. Veluti si v = 2 et /z = ? fit 

/d* 
_____ 

similique modo, [si] 



_ -i fit r 
- 1, fat J 



- 

v - 



6 12 



v 4 - o fit r dr r ** d * - i . * 

_ 4, ^ _ 0, fit J r - : J - - -- 

^ o J3J. 

, = 4, ^-2, fit 

K A xj4. 

, = 5, ^ = 0, fit 

E ' -i -C4. 

y = 5, ^-1, fit 

K o fli. 

K = 5 = 2, tit 



. _.-__, 

1 5T 3T 



quae theoremata sine dubio omni attentione snnt digna. 
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SCHOLION 2 

/"* /v"*/7 /v 

335. Facile hinc etiam colligitur valor integralis / - - posito a? = l; 

I/ (^C -~~ 5? OC) 

r z* m dz 

si enim scribamus x = #z, flet hoc integrale 2/ - -, quocirca pro casu 

^ y (1 ##) 

x = 1 nanciscimur sequentes valores 

r dx = r x*dx 

e/ aj-^ ~ U * J Yx-xx 



2-4.6.8 
^l-3-5-7-9 

2.4-6. 8-10 

1-3 



/* a;* 1 da? __ 
/ ~ 



1-3-5 2w 1) 



2m 



Hinc ergo integralixmi huiusmodi formulas involventium, quae magis sunt 
complicata, valores, quos posito x = I recipiunt, per series succincte exprimi 
possunt, quern usum aliquot exemplis declaremus. 

EXEMPLUM 1 

336. Valorem integralis Ar^~r P osito x = ^ P er seriem 
Integrali detur haec forma 1 ) 



ut habeamus 



singulis ergo terminis pro casu a? == 1 integratis orietur 

r dx _ a /. _ !_ 1*9 __ 1 -9j 25 JL L 9 - 25 - 49 _ , \ 
J /7^ ~ 2 \ T + 4 - 1 6 4~ 16 ~- 36 "^ 4 16 ~3 6 -6 4 7 * 



1) Vide L. EULERI Commentationem 605 (indicia ENBSTROEMIANI) : De miris proprictatibus 

curvae elasticae sub aeguatione y= f. --- contentae, Acta acad. sc. Petrop. 1782: II (1786), 

J ]/(l x 4 ) 
p. 34; LEONHARDI EULERI Opera omnia, series I, vol. 21, p. 91, imprimis p. 97. L. S. 
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COEOLLAEIUM 
337. Simili modo pro eodem casu x 1 reperitur 

r xdx \ 11 i.i i , . * 

i -- = 1 --- --- - ----- (" e DC. = , 

J )/(l a?*) 3579 11 4 

r xx dx = /l _ 1^3 1^3M> _ 1 2 *3 2 .52.7 

J ]/(! #*) 2^2 2 2 - 4 2 2 -4 2 -6 2 2 -4 2 -6 2 .8 

r_J^L__! __ i_ + -A ___ L + 7 H- 
J]/(l a^) 3 3-5 5-7 7-9 9-11 
est autem 



^ 4 ) 2 2 

ideoque =-^ posito ic = l, unde haec postrema series est = 

EXEMPLTJM 2 

338. Valorem integralis faxY*^-^ casu x = l per seriem exhibere. 
Cum sit 

]/(! + a xx) - 1 + { a^ - a V + ^ ^ a 3 a; G - etc. , 

erit per C-, - multiplicando et integrando 

A t/ /i _ ^ & 



1-1 1-1 -1-3 2 . 1-1 -1-3- 3-5 3 
^ a ~ 2"2Tr4 fl + 2 T. 4 .4 .6 .6 * 



unde peripheriam ellipsis cognoscere licet. 1 ) 

EXEMPLUM 3 

339. Valorem integralis f casu x*=l per seriem exhibere. 

y Jxixx r 



Eepraesentetur haec formula ita J TigLi^ u t sit 

|/ ( ~~~ CC (Cj 

t 1 , 1-3 3 1-3-5 3 , , 

------ x ^ -- x * --- r + etc.j, 

' 



y(x-xx) ^ 22-4 2-4-6 



l) Vide L. EULERI Cominentationem 154 (indicis ENESTROEMIANI) : Animadversiones in recti- 
ftcationem ellipsis, Opusc. var. arg. 2, 1750, p. 121; LEONHARDI EULERI Opera onmia, series I, 
vol. 20 5 p. 21, imprimis p. 25. L. S. 
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unde series haec obtinetur 

T * A 1,1-9 1-9-25 ' \ 

/ = 7t 1 1 h etc. 1 , 

J ]/0(l 00?) \ 4 4-16 4-16-36 / 

quae ab exemplo primo baud differt; quod non mirum, cum posito x = zz 
haec formula ad illam reducatur. 

PKOBLEMA 39 

340. Valorem integralis Cx m ~~ 1 dx(l xx) n ~%, quod posito $ = evanescat, 
[casu x 1] definire. 

SOLUTIO 

Eeductiones supra 118 datae praebent pro hoc casu 



sumto ergo p, = 2n 1 erit 



posito a? = l. Cum igitur in praecedente problemate valor }* x : sit as- 
signatus , quam brevitatis gratia ponamus = M, hinc ad sequentes pro- 
grediamur 



fx m ~ l dx(l vo$ = m - M, 



et in genere 



- tt v , 
3) 

Cx m ~ ' d*(l - a;a;)* = 3 ~* - -- 

J ^ ' (m + l)(m+ 3)(m+ 5) 



214 LIBRI PRIORIS PARS PKIMA SECTIO PRIMA CAPUT VIII 340-341 [237-238 

Iain duo casus sunt perpendendi, prout m 1 est vel nnmerus par vel 
impar; si enim m 1 sit par, erit 



1 3 5 (m 2) x_. 
' 



[sin autem] m 1 sit impar, erit 



Jf. 



2 4 - 6 (m 2) 
' 



3-5-7---O : 
Hinc sequentes deducuntur valores 

/ 

CxxdxYft ; 






xx) 



1-3-5 ^r 
4-6-8 *T 



j ~ 



3 5-7-9 



r-i /H \ 
Jdx(l-xx) 1 

J*xxdx(l x 



/ 

Cx G dx(l 



J*xdx(l xxy = 



fx*dx(l - xx 



1 2 
12-4 

c 7 . Q 

1 2-4-6 



5 7-9-11 



Cdx(l xxf 

r 

x 



32 



JL ^ 

"s" 2 

1-3 5 yt 
"8^10 "32 

1-3-5 



12 32 



fxdx(l XX)* = y 



)*-!.! 

/ 79 



5 

\T , 



9-11-13 



etc. 
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PEOBLEMA 40 



341. Valor es integralium A 



\ita determinatorwn, ut 



posito # = evanescant,] posito x = 1 assignare. 

SOLUTIO 
Ponamus pro casibus simplicissimis 



dx 



_ 4 

~ ' 



A' 

~ ' 



xdx 







xxdx 



et ex reductione prima 118 posito a 1 et b = 1 pro casu x = 1 
habemus 



mv 



ergo pro priori, ubi w = 3, y = 3 et 



1, 



et pro posteriori, ubi n = 3, v = 3 et //. = 2, 



Mnc obtinemus pro forma priori 



r dx _ A 
JW-^~ 

r x ^ x = i 

J f(TH"^ ~~ 3 

r xdx = L 

J f(l " - X s ) ~~ 3 



T f^ ;r __ = Li'l' 1 - 
J l/d _^s) ~" 3 . 6 9 12 



/xdx ji 
_ _ - _) 

C x ^^ x AT? 

_ : ____ . II 

J y(i _ ^8) 4 

/x*dx _ 2 5 R 
|7(i x^ ~ 4 7 

J |/(1 ^ "4.7.10 
Jf/fT^'^)~4-7-10-13 



J L 



(y 



/* a; 8 rf^ = 



c 

5-8 
3-6-9 



.-^ 3 ) 



5 -8- 11 

3'6'9-_12 

5-8-11-U 



etc., 
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at pro forma posteriori 
<fa = 



r x*dx = 1 
J |/(i x^f 2 

r x*dx ^ 1 
Jf/(l-^)2~~ 2- 

/# 9 <fe 
f/a-* 3 y 



5 

1-4-7 



x^dx 



2-5-8 

1^4-7-10^ 

2-5-8-11 



A' 



xdx 






x 1 dx 



, 3 



3-6 



r x w d 
JVd- 



3-6-9 



//V.13/7/V. P ft 1 1 

its (AlJLr A'O'Q *11 7-)^ 

|/nl^ = ^7^7^ 



/xxdx n , 

~~ S=3 O 
|/(1 ^3)2 

/* x*dx 3 ^, 

J|/(1^^^ = I 6 

/a; 8 ^^ 3 - 

f/(^__^ = _ 



6 c , 
7 
3-6-9 



x^dx 



r^_d 
J f a- 



4 -7- 10 

3-6-9-12 

4-7-10-13 



C' 



eta, 



unde concludimus fore generaliter 

3w ^ __ l-4-7---(3n 2) 



r x* n di 
JVd-i 



3-6-9 

2-5-8 



\L A 



4-7.10---(3n + l) 

3-6-9 3 

5-8-11--- ?3 



^ 



C 



1-4-7- 



2-5-8---(3n--l) 

_ ?J 5-8---(3n 1) R , 



3-6-9 



//ySTl+S/T/yi O fj Q O 4/ j 

>C/ tviA/ O v t/ O / 6> /^/ 

1/7^"^ 4.7-10~".'f3T"i ; j 



notandum autem est ease C = ~ et C' = 1. 



COROLLARIUM 1 

342. Hae formulae variis modis combinari possunt, ut egregia theore- 
mata inde oriantur; erit scilicet 



3n+ 



'^ |/(1 - a; 3 ) / f(l s ) 2 3 + 1 3 + 1 -^ V(l a; 3 ) 2 V |/(l 

^ __ 
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COEOLLAEIUM 2 

343. Quia nunc ratio exponentium ad ternarium n.on amplius in com- 
putum ingreditur, erit generaliter 



x l dx 



f-^I 1 ^ f l ^ dx = 1 f _ *f_ 

J fl - x*) J |/(1 - x*}* ~ \ J |/(1 -^) ' 

^dx = 1 r xdx C dx 

l-tf 32 ~ 1 J |/1 -T^ 'J |7i^2' 



C x l dx r x l -^dx _ j_ C xdx 
J ^(1 - x*) J |/(1 - a 3 ) 2 ~ A J ^(l^^) 2 ' 

quare ex binis postremis consequimur 

/xdx C dx _ r xdx i\ 
-__. j ___ _ _ J ___. ; 

COROLLAEIUM 3 

344 Ponatur x = z n et hn = m et nostra theoremata sequentes induent 
ormas 



^ll^!_i. f g"" 1 ^ 

Tir^ ~ ,n J i/^jz^n) ? 
n r 2^-^dz r ^ l ^L 1 f_ * 8n ~ 1 .** 

_. j 37-^3 J i/g ~ J j~ 



PROBLEM! 41 

/* x m ~ l dx ... /V 4 ' 1 "^"" 1 ^^ 

-~~z;b assignare integrate hiiius formulae /-' ^ 

" ' 



a? = . - 

SOLUTIO 



Ut integrale sit finitum, necesse est ? ut m et fc sint numeri positivi. Cum 
igitur per reductionem generalem sit 



Cx m +*- l 
J 






1) Infra ( 353) demonstrabitur esse / : = sumto j?= 1. L. S. 

^ Vb ; JfaL-a')* 3]/3 

LEONHARDI EULBEI Opera omnia In Institutiones calculi integralis 28 
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ponatur v = n et /u = k n, ut sit fi + v^k; erit 



/ x m+n-idx ^ 
E*~J 

(!-*") -s 

Ponatur ergo huius formulae valor, quia datur, =A haecque reductio repe- 

n ~~k 

tita continuo dabit posito brevitatis gratia P pro (1 # w ) " 



r 
J 



m 



P m + Tc > 

r x +*n~id x ^ w(m+_w). _ j 

. J - p ("^Tfc) (w+T*) ' 

/^.w + 3*1-1^ __ m(m + n)(m + 2n) ______ 
"P (m + *)(m + w + V)(m + 2 w + fc) 

et generaliter 

/ a ,+. tf - 1^ ^ w ( m _(-n)(w +jn) ; _ _ (m + (a ______________ 

p = (^T^7^ n ~+^)(" m + 2 n + Icj - (m + (a i ) w + *) 



COROLLAEIUM 1 
346. Si siinili modo alia formula sit 

C % p ~ l dx v 
J - -B 

(1 a; w ) w 

n ~? 
posito o; = l, at brevitatis gratia scribatur Q pro (1 n ) n , habebimus 



r^ + an - l dx 
J Q 



(p +^_Z 

~ 



J5 

' 



_ _ 

"(p + g) (p + + ^(p + 2 n + q) ~ - (p + (a^I) w + 

quae totidem atque ilia continet fact ores. 

COKOLLABIUM 2 

347. Statuatur nunc p = m + ft, ut posterior numerator aequalis fiat 
priori denominator!, et productum harum. duarum formularum est 
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(m + (# > ^ . 

"^ 9 



(m + Jc4- q)~(m, + n + ft + g)(w + 2 + ft + 2) (w + (a - l)w + 7c + g) 



fiat porro m-4-Jc4-q = m4-n seu a = n ft; erit hoc productum ~ 

j. j. j. A m -f- 1 

ideoque 

# 

//viWl -{- OS % 1 y-7 A* ^ nnfn ^ K -\- Ctn \ ft M nyf% f ff?^' Cv{ i 
. I , I I . 
w k I k n/M \ /y A/I r n k 1 
ij nit ^^ IX, iv e/ t/ 



(1 af) 

quod est theorema omni attention e dignran, cum hie non amplius opus sit, 
ut a sit numerus integer. 1 ) 

COEOLLAEIUM 3 
348. Quare loco m-^an scribamus ^; erit 



(1 x n Y (l-x n ) n (l-x n ) n 

Hinc si sumamus m + ft = w seu m = n fc, ob 



posito a; = 1 erit [ 352] 

r x^- l dx rxP+ k - l dx _ 1 r x n 

/ n-kj ' ...... - --'- I 

' 7 -- ' 7 ^ ^ 



Ac posito x = $ v , tum vero /mv=p, <yn=~g[ et ft = An habebitur 

r &- i ds r^^2^ g _ _^ rsP-*>*- l d0 *\ 

J (YZ^p* 'J "CT=^"* ~ F / ""(i H^r-T 



1) Hoc e formula F(x -(-!)== xP(x) (cf. notam p. 209) sponte sequitur. L. S. 

2") Editio princeps: = I-?- -. Correxit L. S. 

/ jr i. W t/ fl # ) 

28* 
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SCHOLION 1 
349. Theoremata particularia, quae hinc consequuntur, ita se habebunt: 



/* af-^dx C X'"dx __ 1^ C xxdx _ x 
III. -4, ft--l; J^ ^.V^rZ^)" ^^^^-^"s 

/" a;' 1 - 1 ^^ Cj^ 1 ^ _ i C_^dx = n^ 
n = 4, & = 2; J y^^y J y^Z^ ~ ^ J ]/(i -^ i^ 

i _ r x ^i^ x - C-^^ X = i r - dx = * 

= 4, fc = d; J -^^ J y (1 "Z^) S 7 J |/(i Z^) 2fl 1 



etc. 



Ubi notandum est formulam J- -- -^ ad rationalitatem reduci posse. Po- 

(i-^)""" 
natur enim ^ = ^ n seu 0;" = ^, unde ^ = ^f ^' Quare cam formula 



-- 

nostra sit =/( r f^) " -^, evadet ea ~f^-J- e , cams integrate ita deter- 
minari debet, ut evanescat posito a; = ideoque g = 0; turn vero posito x = 1, 
hoc est = oo, dabit valorem, quo Me utimur. Mox [ 352] autem ostendemus 

valorem huius integralis -^rJr P osito * = ^ ide ct ue et huius J ~ --- ^ 

S ~ 





per angulos exprimi posse, quorum valores Me statira apposui. Deinde etiam 

notari meretur formulae I ~ ~ t haec transform atio oriunda posito 1 x n =ts n , 

(i-^)~ 

/k 1 j 
^ ita integranda, ut evanescat posito x = seu 

(i^^)"^" . 
1; turn vero statui debet x = l seu = 0. Quod eodem redit, ac si 
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/jt i 
^ ita integretur, ut evanescat posito # = 0, 

turn vero ponatur # = 1. Cum iam nihil inipediat, quominus loco $ scribamus 
a?, habebimus hoc insigne theorema 

Jtf n ~ 1 dx r a^" l dx 
EF-J" E"' 

s-t ^n\ n ( -i /y)t\ n 

ita ut in huiusmodi formula exponentes m et Jc inter se comniutare liceat, 
pro casu scilicet x = l. Ita pro praecedente formula ad rationalitatem re- 
ducibili, ubi m n Jc 9 erit 

J^L^A*. 



A- 
/I ^7i\ n " fi /yV/* 

I J. iut/ / \^Ji. d/ J 



unde sequitur etiam fore posito ^==00 

r^^dg _ r^^d 
J nr+7 i ........ ' "" / T+^ 



SCHOLION 2 



350. Hinc etiam formularum magis compositarum integralia pro casu 
x = 1 per series concinnas exprimi possunt. Cum enim in reductione 
superior! posito m -\- k /u, seu Jc = /a m sit 



J* tf n + n -~ 1 dx _ m r 
" m + n~~iu ^ I 

(l-a?) ~" " ( 

si habeatur huiusmodi formula differential! s 



x m " 1 dx 



dy = - ..... ^ : ' (A + J?a?" + 6V + Dtf* + etc.), 
(l x n ] n ~ 

quam ita integrari oporteat, ut y evanescat posito x = 0, ac requiratur 
valor ipsius y casu x = l, erit, si. hoc casu fieri ponamus 

/x m ~ l dx ___ n 
' ^^EE 7 

" 
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iste valor 



Yicissim ergo proposita hac serie 



eius summa aequabitur huic formulae integrali 

^ m " 1 _^_ (A -f Bx" + Cx* n + D0 8w + etc.), 



<) 



si 



post integrationern ponatur = 1. Quodsi ergo eveniat, ut huius seriei 
_j_ Bx n + 6 Y 2w + etc. summa assignari indeque integratio absolvi queat, 



obtinebitur summa illius seriei. 



PKOBLBMA 42 
351. Integrate huius formulae ?~^f ita determinatum, ut posito x = 

1 "T X 

evanescat, valorem casu x'=*e* assignare. 

SOLUTIO 

Huius formulae integrate iam supra 77 exhibuimus et quidem ita 
determinatum, ut posito x = evanescat, quod posito brevitatis gratia ** to 
ita se habet: 



9 / N 2 . A , # sin. C3 

^ 71// - -----. -- i -^ i sin. mco -Arc. tang. . 

7^ 1 ^ COS. i 

2 . A ^ , a; sin. So 



9 / N 2 . A , X i 

--cos.mw Z ]/(! 20 cos. co + 00) + -- sin. ma> -Arc. tang. 1 _ XGGSG) 
itf 



o 2 . ^ sin. o G) 

~ cos. 3ma)il ]/(! 20 cos. 3co + 00) + -- sin. 3mco Arc. tang. - n^--^ 

~ cos. 5mco ?V(1 20 cos. 5o? + 00) + - sin. 5mo> - Arc. tang. -- -^~ 
n n ^ ^u. 

9 , 2 . A . . a; sin. ^ < 

- cos. Amco I V (1 20 cos. Aa> + 00) + - sin. Awco - Arc. tang. - ~ 
n ^ ' i a? cos. 
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ubi A denotat maximum numerum. imparem exponente n minorem, ac si n 
fuerit ipse numerus impar, insuper accedit pars + ~ 1(1 + #) prout m fuerit 
vel numerus impar vel par; illo scilicet casu signum +, hoc vero signum 
valet. Hie igitur quaeritur istius integralis valor, qui prodit posito x = cv> . 
Primo ergo partes logarithmos implicantes expendamus, et quia ob x = oo est 



2x cos. Aw + xx) = I (x cos. Ao>) = Ix + 
ob cos ^ 63 = o, unde partes logarithmicae praebent 

(cos. ma) + cos. 3mo) + cos. 5ma) -\ ----- h cos. Amco) (+ , si n impar), 

n ^ n 

ponamus hanc seriem cosinuum 

cos. ma) + cos. 3mo> + cos - 5mo> + ---- h C OB. Amto = s 
eritque per 2 sin. mco multiplicando 

2s sin. ma) = sin. 2mco + sin. 4mco + sin. 6mco -| ---- + sin. (A + 



sin. 2ma) sin. 4mco sin. Gwco 

unde fit 

sin. (1 + 






2 sin. m co 
Quare si n sit numerus par, erit A = w 1 sicque partes logarithmicae fiunt 



Zrr sin. nm co ^ sin. 

n sin. m o> w sin. 



ob no) = 7i. At propter m numerum integrum est sin. mn = 0, unde hae 
partes evanescunt. Sin autem sit n numerus impar, est A = n 2 et summa 
partium logarithmicarum fit 



sn. n 

sin. mco n 



at sin. (n l)wo? = sin. (mn mco) = + sin. mco, ubi signum superius valet, 
si m sit numerus impar, contra vero inferius, quod idem de altera ambigui- 
tate est tenendum, ita ut habeamus 



Ix sin.mco Ix 

j_ ___ . . ------------------ _| ------ 

n sin. ma -* n 
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Perpetuo ergo partes logarithmicae se mutuo tollunt; quod etiam inde est 
perspicuum, quod alioquin integrate foret infmitum, cum tamen manifesto 
debeat esse nniturn. 

Relinquuntur ergo soli anguli, quos in unam summam colligamus; con- 
sideretur ergo Arc. tang. ^^^ , qui arcus casu = evanescit, turn vero 
fit quadrans, ulterius ergo aucta x quadrantem superabit, 

u 



x== 

cos. o g i n la, . , , / 

donee facto s-c* eius tangens fiat __^ = - tang.Aw = tang.(- 
ideoque ipse arcus =rc Aw, ex quo hi arcus iunctim sumti dabunt 

1 (( n m\ sin. WCO+(JT 3co) sin. 3wo>+ (^r 5co) sin. 5mco + ...+( Aw) sin. 

W V J 

unde duas series adipiscimur 



n 

_ o ^ 

= fsin. ww + 3 sin. 3wo + 5 sin. 5mcu H ----- h A sin. Amo>) = -3, 
w v 

quas seorsim investigemus. Ac pro posteriori quidem cum ante habuissemus 

sin. (A + 1) mo 
cos. ma> + cos. 3mco + cos. 5mco H ----- h cos. Amco = s = - - ^7^ ^ 

si angulum co ut variabilem spectemus, differentiatio praebet 

mdo>(sin. mw + 3 sin. 3mco + 5 sin. 5mco -^ ----- h A sin. Amco) 

(1 + l)mdc} cos. (i +- 1) wco _ mrfca sin. (A +jOl w ^J 308 : moj .. 
-- ___ ^ gi ^ ^^ 2 

ergo 

) cos.(l + l)wo) _ sin. (A + I)wo3 cos. mo5 



~~ 2in. me? 2 sin. wco 

sen 

sin. 



^ " " 2 sin. w CD 2 sin. 

Pro altera serie 

p = sin. mco + sin. 3mco + sin. Smw + h s i n - 

multiplicemus utrinque per 2sin.mco fietque 
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2p sin.ma) = 1 cos.2mco cos. 4m co cos. Qmco ---- cos. (A + 

+ cos.2mco + cos.4mco + cos. 
sicque erit 

1 COS. 

A) ssss 



2 sin. m co 

Quodsi iam fuerit ^ numerus par, erit A = w 1 indeque 
cos. (A + l)mo> = cos.t&mco = cos. w^t et sin. (A + l)mco = sin.m7t = 0, 

ergo 

_ 1 cos, wac , 



2sin.ma> 
hincque omnes arcus iunctim sumti 

2n 1 cos.mvt 2co 

+ "I 



w 2 sin. mco ^ 2siu.mc9 w sin. me? 

ob ^co = 7t. 



Sit nunc n numerus impar; erit A = n 2 indeque 

cos. (A + l)^co = COS.(WTT mco) et sin. (A + l)mco 
sen 

cos.(A + l)mco ===== cos.mTt cos.mco et sin. (A + 1)^^ = cos.myt sin.mco, 
ergo 



1 cos. mjtcos.meo , (w 1) cos.mst cos. mco . cos. mjccos. me? 

AA ,_.__, .................... __________ _____________ __ ___ pT _ ft -iiH!-ij ^ _ 1- ___ - _ ~ _ I ___ , ____ ...... __ _. _ - 

2 sin. mo 2 sin. m 03 2 sin. 

unde summa omnium angulorum 

3t(l cos. m^c cos. wo) .^ co(n 1) COS.WTT cos. mo , o co 

n sin. mo w sin. two w sn. mo 

quae ob nco =n reducitur ad n&i * ^* 

Sive ergo exponens n sit par sive impar, posito x = C\D habemus 

~ i dx it it 



n sin. mco an ^ m7C 
/ pin. 

n 
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COROLLARIUM 1 

352. Hinc ergo erit formula supra memorata ( 349) 
r*-*-*d* _ /V 

J l+0 n J 1 



posito = oo. Unde sequitur fore etiam formulam, cui hanc aequari ostendimus, 

fx n ~ k - l dx _ r^^_&x_ _ x _ 
i ^ j ^ ^ ^ 

(!#) w ~ (l-a w ) w nsm 'T 
posito a? = 1. 

COBOLLAKIUM 2 

353. Percurramus casus simpliciores pro utroque formularum genere 
posito = oo et x == 1 : 

r_*fL _ r _ _ = ^ = ^ 

J I+T0 ~ J y(i _ xx) 2 sin. ^3t 2 ' 

/d^ _ /* ^^^ _ r dx _ r _ xdx^ = _ ^ __ = 2^t 
f+7 = J i+tP ~J ^(T^) ~/ f (i -^ 3 ) 2 " 3 sin - -^ "" iTi/s ? 

r_^L. _ CW^L r ^^ _ = r ^^^^ = _________ ? __ = ?._. 

J r+7 "~ J T+ ? ~~ J f (l - ^) J f(i -a-*) 4 sin. J jr 2 1/2 ? 



r d# _ r^dz _ r dx __ = r vHx _ =s __ ^ _ = ?. 
J r+^ ~~ J r+~^ 6 ""-/ f (i - o ~^ ^(i -a 6 ) 6 6 sin - i ^ 3 

COROLLAEIDM 3 

354. Cum sit 



erit per af^dx multiplicando, turn integrando ac x = 1 ponendo 

_ or___ 1 , _^A__ , i(* + n) _ *(*+.)(*+??) . etc 

"^ - " 1 ~ " - "*" 



et loco ft scribendo n Jc erit quoque 

'.S i /i/i - o /w . Q M (A M 7A ' 



M giri - . ' v IV '" V** '" *"/ '" *-'"\ v -^ ^/ 

-n 
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SGHOLIOlsr 

355. Pro formulis quantitates transcendentes continentibns supra iam 
praecipuos valores, quos integralia, dum variabili certus quidam valor tribui- 
tur, recipiunt, evolvimus, ita ut non opus sit huiusmodi formulas Me denuo 
examinare. Hinc autem intelligitur eos valores integralis Cxdx prae reli- 
quis esse notatu dignos ac plerumque rnulto succinctius exprimi posse, qui 
eiusmodi valoribus variabilis x respondent, quibus functio X vel fit infinita 
vel in nihilum abit. Ita integralia formularum C - et /" 

j j 






\ "" J 

valores prae reliquis memorabiles recipiunt, si fiat x = 1 et # = oo, ubi illius 
denominator evanescit, huius vero fit infinitus. Caeterum omni attentione 

dignum est, quod hie ostendimus, formulae integralis J- - valorem casu 
# = C\D tarn concinne exprimi, ut sit ~^: cuius demonstratio cum per tot 

n sin. 
n 

ambages sit adstructa, merito suspicionem excitat earn via multo faciliori 
confici posse, etiamsi modus nondum perspiciatur. Id quidem manifestum 
est hanc demonstrationem ex ratione sinuum angulorum multiplorum peti 
oportere; et quoniam in Introductions 1 ] sin. per productum infinitorum fac- 
torum expressi, mox videbimus inde eandem veritatem multo facilius deduci 
posse, etiamsi ne hanc quidem viam pro maxime natural! haberi velim. 

Sequens autem caput huiusmodi investigationi destinavi, quo valores 
integralium, quos uti in hoc capite certo quodam casu recipiunt, per producta 
infinita seu ex innumeris factoribus constantia exprimere docebo; quandoquidem 
hinc insignia subsidia in Analysin redundant pluraque alia inerementa inde 
expectari possunt. 



1) IntrodueMo, t. I cap. XI, 184; vide etiam notam p. 76. L. S. 
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OAPUT IX 



DE EVOLUTIONS INTEGIEALIUM 
PER PRODUCTA INFINITA 

PROBLEM! 43 



356. Valorem hums integralis A-^ : 2* casu * = * recipit, in pro- 

I/ (1 ~~~~ OCX/) 

ductum infinitwn evolvere. 

SOLUTIO 

Quemadmodum supra formulas altiores ad simplicem reduximus, ita Me 
formulam C- ^ continue ad altiores perducamus. Ita, cum. posito x = l sit 

J ]/(! xx) 



erit 



/*__ dx_ _ _ 2^ f_jMdx_ = 2^4 r_^dx 
J i~ a?a . ~ l J ]/(i - ^a-) l . 3 J |/(1 - 



1 3 5 ]/(! - xx] 
unde concludimus fore indefinite 



r dx _ 2 -4* 6 -8 ..... 2f __ C_jxPdx 

J ]/(i-. x ~x) ~" 1.3.5.7.^(2i-l)^ V(l - a?a?) 

atque adeo etiam, si pro i sumatur numerus infinitus. Nunc simili modo a 

formula C xdx ascendamus reperiemusque 

J \ xx 



r xdx _ S-5-7- 9---(2l + l) r x 2i + l dx 
J l afai ~" 2.4-6-8 ..... 2* ^1/(1 ^ 
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% 

atque observo, si i sit numerus infinitus, formulas istas 

/ x i x e ^ r x * + x 
\/(ixx) Jy(i-xx) 

rationem aequalitatis esse habituras. Ex reductione enim principal! perspi- 
cuum est, si m sit numerus infinitus, fore 



r x m +* 



atque adeo in genere 1 ) 

/x m+ ^dx _ r^+^c_ 
\/(lxx) ~*/ 1/(1 a?o?)' 

quantumvis magna fuerit differentia inter ^ Qt v, modo finite. Cum igitur sit 



si ponamus 

g^"6 ...... ^ =M pf 8-6-7.9- 

l-3-5-..(2<-l) 2.4-6.8 ..... 2 

erit 



posito $ = 1 . At est 

/#d# _ 1 , C dx _ it 
y~(l~xx)~ J Y(l~-xx} ~ 2 ? 

unde colligitur 

f. dx = ^ 

e/ j/(TI"flp) ~ JT * 

Quia producta M et N ex aequali factorum numero constant^ si primum fac- 

o *5 4 

torem y product! If per primum factorem ~ product! N, secundum y illius 
per secundum ..- huius et ita porro dividamus, fiet 

M 2-2 4-4 6-6 8-8 , 

, _ __ _ __ . __ ____ (*Tf* 

N~ 1~3 3-5 5-7 7-9 ' 



1) Pro casu, quo exponentes ipsius x non binario differunt, vide 359. L. S. 



230 LIBEI PRIOEIS PAES PEIMA SECTIO PEIMA CAPUT IX 356-360 [257-258 
unde obtinemus pro casu a? = 1 per productum infinitum 



dx 2-2 4-4 6-6 



1.33.55-77.9 



COBOLIAKIUM 1 

357. Pro valore ergo ipsius n idem productum infinitum elicuimus, quod 
olim iam WALLISIUS invenerat et cuius veritatem in Introductione^) confirmavi- 
mus diversissimis viis incedentes; erit itaque 

n 2-2 4-4 6-6 8-8 , 

^2. ^. -etc. 



COKOLLABIUM 2 

358. Nihil interest, quonam ordine singuli factores in hoc producto dis- 
ponantur, dummodo nulli relinquantur. Ita aliquot ab initio seorsim sumendo 
reliqui ordine debito disponi possunt, veluti 



vel 

vel 



ye 2 


2 


2 


4 
^3 

6 


4- 

'V- 

4- 


6 
IS 

8 


6 


b 


8 


10 


etc. 
etc. 
etc. 


2 1 


7 
6- 


7 
10 


9 

8 


-9 
12 


2 1-3 

It A 


3 

2 


5 
4 


5- 
4- 


7 
6 


7 
6 


9 

8 


9 

8 


11 
-10 


2 3 


3 * 


8 


5 

6' 


9 

10 



3-5 1-7 3-9 5-11 7-13 



SCHOLION 

359. Fundamentum ergo huius evolutionis in hoc consistit, quod valor 

integralis C -^- denotante i nunierum infinitum idem sit, utcunque numerus 

^ y(i xx) 

finitus a yarietur. Atque hoc quidem ex reductione 



r a?-idx = ^+i c ^' +1 ^ 

J /1 xx i J 71 xx 



1) Introductio, t I cap. XI, 185. L. S. 
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manifestum est, si pro a valores binario differentes assumantur. Deinde autem 
nullum est dubium. quin hoc integrale / ~ inter haec / - et 

tJ 1 / ( 1 /V /W\ *X 1 1 ( 1 />i /YN 

J _^ fL quasi limites contineatur, qui cum sint inter se aequales, necesse est 

omnes formulas intermedias iisdem quoque esse aequales. Atque hoc latius 
patet ad formulas magis complicatas, ita ut denotante i numerum infinitum sit 

Cum enim sit 

//yWi "j- n 1 fJ sp AM / /yW'J 

JU \AJ\Jif I IV i JU 

' JE^^^+lJ' 



hae formulae posito m = co sunt aequales; unde illarum quoque aequalitas 
casibus, quibus a = n vel a = 2n vel a = 3n etc., perspicitur; sin autem a 
medium quempiam valorem teneat, formulae ipsius quoque valor medium 
quoddam tenere debet inter valores aequales ideoque ipsis erit aequalis. Hoc 
igitur principio stabilito sequens problema resolvere poterimus. 



PEOBLBMA 44 

360. Mationem Iwrum duorum mtegralium 

k n 

x n ..... ~ et 



casu x = 1 per productum infinitorum factorum exprimere. 

SOLUTIO 
Cum sit 



fx m ' l dx(l - &}* = ? 



casu x = 1, valor istius integralis ad integrale infinite remotum reducetur hoc 
modo 



k-n 



m (m + ri) (m+2n) (m + iri) 



n r^ + in + n-l^ft _ x n\~ 

iri) J V / ' 
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ubi 4 numerum infinitum denotare assumimus. Simili autem modo pro altera 
formula proposita erit 



k n 



atque hae postremae formulae integrales ob exponentes infinitos aequales 
erunt non obstante inaequalitate numerorum m et ^; turn vero bina haec 
producta infinita pari factorum numero constant. Quare si singuli per singu- 
los, hoc est primus per primum, secundus per secundum [et ita porro] 
dividantur, ratio binorum integralium propositorum ita exprimetur 



si quidem ambo integralia ita determinentur, ut posito x = evanescant, turn 
vero statuatur n? = l; litteris autem m, ^, w, ft numeros positivos denotari 
necesse est. 

COROLLAETUM 1 

361. Si differentia numerorum m et /a aequetur multiple ipsius n, in 
producto invento infiniti factores se destruunt relinqueturque factorum nume- 
rus finitus, uti, si ^ m + w, habebitur 



quod reducitur ad 



^ > + 3 w) (m + 7^+2 n) ^ 
n) ' (m + n) (m + h+ 2 nj ' (m + 2 n) (m + ft + 3 n) 



COEOLLARIUM 2 



362. Valor autem illius producti necessario est finitus, id quod tarn ex 
formulis integralibus, quarum rationem exprimit, patet quam inde, quod in 
singulis factoribus numeratores et denominatores sunt alternatim maiores et 
minores. 
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COEOLLAEIUM 3 
363. Si ponamus m = 1, ^ = 3, n = 4 et Jc = 2, erit 



y(l # 4 ) 3-3 7-7 11-11 15-15 , 

- . _______ , - ______ . _ . (\r (* * 

1-5 5-9 9-13 13-17 ' 



]/(! tf 4 ) 

supra antem invenimus productum harum binarum formularum esse =-f-- 



PKOBLEMA 45 

- 

364. Valorem Jtuius integralis Cx m ~" 1 dx(l x n ) n , quern posito x = l recipit, 
per productum infinitum exprimere. 

SOLUTIO 

Cum in problemate praecedente ratio huius integralis ad hoc alterum 



k-n 



per productum infinitum sit assignata, in hoc exponens /a ita accipiatur, ut 
integrale exhiberi possit. Capiatur ergo /u = n et integrale fit 



ita determinatum, ut posito x = evanescat; ponatur nunc, ut conditio postu- 
lat, x=l, et quia hoc integrale erit = *, habebimus formulae propositae 
integrale casu x = 1 ita expressum 

/ V - 1 7 /i _ y ' V ^ = 1 w (m + 7c) 2 w(w + i + w) 3n(w + t + 2 w) 
/ ^ j *"w(i + n)'(> + n) (yfc+2n)"(m 

quod singulos factores partiendo ita repraesentari potest 

Jc + n) 

' " ' 



_ 

(m + n) (k + n) ' (m~+ 2 n) (* + 2'n) ' (w + 3 n)"(t + 3 n) 
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COROLLARIUM 1 

365. Cum in hac expressione litterae m et k sint permutabiles, sequitur 
etiam haec integralia posito x = 1 inter se esse aequalia 



Jc n 



quam aequalitatem iain supra 349 elicuimus. 

COROLLARITJM 2 
366. Cum formulae nostrae valor, si m = n fc, aequalis sit valori huius 

r^~^dz -i i 7 j. j. n+ a 17 n a 

J * ~ posito = co, si ob m-{-k = n statuamus m = ~~ et A = ^ , 
habebimus 

r x m -^dx __ r x k - i dx = CZ^IL^ C^i ld * 

J i ~"J !L=J? ~ J "l -f ^ ~ J 1 +^" 

(I *") 8 * (1 a^)*. 

, 



nn cca $nn cca 25nnacc 
Quod productum etiam hoc modo exponi potest 
2 2n-%n 4w-4n 



-n w- * _ , 

)(3 w a) (3n + )(5n a) (5 + )(7w a) '' 

quod ergo etiam exprimit valorem ipsius ^-- = ^-^ per 351. 



n sin. n cos. 



COROLLAEIUM 3 

367. Vel si simpliciter ponamus k = n m, Set 

fx m - l dx _ rx n - m - i dx _ r?*2^Le _ r^ 
J ~ J iE ~~ J ~T+^ r ~ J 



-m) (2n + m)(4w m) 



etc., 



quae ex forma primum inventa oritur. Haec ergo aequalitas subsistit, si 
ponatur x = l et # = cv>. 
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SCHOLION 1 
. 368. In Introductions 1 ] autem pro multiplication^ angulorum inveneram 

. m% ma (^ mm\(^ mm\(^ mm\/^ mm \ , 
sm. = 1 1 -- 111 - - 111 - 1 1 -- - - etc., 
n n \ nnJ\ knnJ \ 9nn/\ !6nnJ ' 

. (n m)rt 'Win i 7 .... 

et cum sin. = sm. , ob n m = & erit etiam 

n n 

** 



n n nn 

quae reducitur ad hanc formam 



. mit hit (n Tt)(n + li) (2n fy(2n + K) (3n 

sin. = -- - - - ---- . 
n n nn 

et pro fc suo valore restituto 
sin. ^^-( n m 



n n ' nn Ann Qnn 

unde manifesto pro --- ^-^ idem reperitur productum, quod valorem no- 



n sin. 

n 



strorum integralium exprimit, sicque novam habemus demonstrationem pro 
theoremate illo eximio supra [ 351] per multas ambages evicto esse 

/^iL^L = C^I^I^^^. _ T"! 1 ^ _ r^"" 1 """ 1 ^ = ft 
J , ? J 1+0" J 1+0"" *J^~ m *' 

/i /v,w\w /-f /y.nN w W Sin. 

^JL *</ ^ \^JL Ju j <yi 

SOHOLION 2 

369. Quo nostra formula latius pateat, ponamus -~ = ~- seu k = ^- et 
nanciscemur 



v ' 
+ w/^ -f 



v) (m + 2 n) (^ -f 2 v) (m '' 



in qua expressione litterae m, w et /u, v sunt permutabiles praeterquam in 
primo factore ? qui cum reliquis lege continuitatis non connectitur; ac si per 
n multiplicemus, permutabilitas erit perfecta, unde concludimus fore 



1) Introductio, t. I cap. XI, 184. L. S. 
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quae aequalitas casu v n ad supra observatam reducitur. Caeterum iiwa- 
bit casus praecipuos perpendisse, quos ex valoribus ^ et v desumamus. 

EXEMPLUM 1 
370. Sit ^ = 1 et y = 2 fietque 

r x m ~ l dx _2 2(2r^^ _ dx 

J ]7(7^^ 5(w+2w) ' l(m + 3n) ' ' nj ^(i ^)"-*' 

quae expressio ita commodius repraesentatur 

r x m ^dx __2_ .4(2w + n) 6(2w + 3n) < 8(2w+5n) 
J / 1 _~m'3(2 



unde sequentes casus specialissimi deducuntur 

r dx = o ill 1 lli etc T __ - - _ 

J y.(i-xx) ' 3 - 3 ' 5 5 ' 7 - 7 ' ' J 1/(1 -a?a?)' 

^^ 9 6>n 8J-.Z i^: 23 t = r d - a? -- 

TI"^)r~ 3^8'5-U'7-20' 9-26' " 3jf/(T_7 2 ) 2? 

xdx - 6-13 8-19 10-25 , = J2 

' ' ' 



9-28 



C dx _ 9 - 6 - 7 8>11 1 ^1 1 -^ etc = X T ^ 

J ]7(lir^~ F^'"5'-9"'7 13'~9- 17' * 2 J f/(i_"s>i' 

/* a?da? _ ^4 6>8 8-_12 10-1.6 , ^1 C dx^ 

J l-0* ~~ 3 - 6*5-10 '7-14 ' "9- 18' ' 2 J y(l - 8 )" 



sive 



4-6 6-8 8-10 



3-3 5-5 7-7 9-9 '' 

C xxdx 2 4-5 6-9 8-13 10-17 , 1 C dx 

J : . t , . . _____ _ . g"r("* I _____________ 

Jy(l-.a*\ 3 3-7 5-11 7-15 9-19 ' 2Jf/(i_^) ? 



2_ 4-6 6-10 8^14 10-18 , 
T'^8'5-12'7-16' 9-20* eC ' 



EXEMPLUM 2 
371. Sit ^ = 1 et v = 3 fietqne 



C x m ~ l dx = _3 2(3+) 3(3m+4M) 4(3m + 7ro) , ^ 3_ /* da; 
J y(tx n ) !s ~ m ' 4(w + ) ' 7 (w + 2) ' 10(?w + 3 ) ' 6 ' w J |/(i _ x ^-m ' 
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unde sequentes casus specialissimi deducuntur 
C dx 3 2-5 3-11 4-17 5-23 , 3 /* dx 

f . . , s\4-s* 1 


r dx 


2)2 14-3 

3 2-6 


7-5 10-7 
3-15 4-24 


13-9 2e/ 1 /( 1 ^3) ? 
5-33 , .r dx 


J l/(l-x*] 
sive 

r xdx 


>2 14-4 
3 2-6 


7-7 10-10 
5-9 8-12 


13-13 CtC *~" J V(l-sf)* 
11-15 , 


1 4-4 
3 2-9 


7.7 10-10 
3-18 4-27 


13-13 tC -' 
5-36 , r dx 


' I '/ V ' -i *? 

sive 

r dx 


)2 24-5 
3 3-6 


7-8 10-11 
6-9 9-12 


13-14 CtC - J^(i-sf) 
12-15 , 


2 4-5 

3 2-7 


7-8 10-11 
3-19 4-31 


13-14 6tC '' 
5-43 , 3 r dx 

, ATT* 1 


J f/(i-~^; 
/* ##d# 


)2 14-5 
. 2-13 


7-9 10-13 
3-25 4-37 


1Q 1 7 ^ Ltj A 1 4/ ONO? 

lo-l/ 4: t/ y(l iC^V 

5 ^ 3 r ^ 


372. Sit ^ = 2 


)2 4-7 7-11 10-15 13-19 ^' 4j^(i_a;3) 

EXEMPLUM 3 
et v = 3 fietque 


J I/Y i #*) 2 m 5 (m + n) 
unde sequentes casus speciales 
T dx 32-7 


8(m + 2) 
deducuntur 
3-13 4-19 


, " - ' OUO. I n , , 

1 1 (m + 3 n) n J yr __ x ^\n-m 
5-25 , 3 f xdx 


r d 


2 5-3 
3 2-9 


8-5 11-7 
3-18 4-27 


14-9 2 J ]/(l-z 3 ) 
5^-36 j /* xdx 

,. . . orr* 


/ K 1 - * 3 ) 

sive 
/* xdx 


3-3 


6-6 9-9 


14-13 / V/7 8\2 

12-12 , 

. OTT* 


2-4 
3 2-12 


5-7 8-10 
3-21 4-30 


11-13 ' 
5-39 , f icda; 

, ("*["* I 


sive 

r d# 


4 5-5 

3 4-6 

_ __ . __ . 

3 2-11 


8-8 11-11 

7-9 10-12 

__ . __ . 

3-23 4-35 


14-14 " J j/(i__^ 
13-15 , 

. OTf* 

14-14 613C - ? 

5-47 , 3 r xdx 
. Afr. 1 



Cj^dx __!_ 2^17 3^29 ^41^ 5-53 , _3_ C xdx_ 

J i/T^^y TT ' y;y . gTTi " ITTis _" 14-19 ' e c * "" Tj ^(r^? 
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EXEMPLUM 4 
373. Sit ^ = 1 et y = 4 fietqne 



f x m ~ l dx __ 2(4m-H^ 3(4w + 5ft) 4(4m-+9n) , = ^ /* 
J -Pfl-- # w3 m " &(m+ri) 9(w + 2) 13(w-{-3fl) * ft / ^i 



unde sequentes casus speciales prodeunt 

dx 4 2-6 SM.4 4-22 



r (1 a? 8 ) 8 1 5-3 9-5 13-7 17-9 
seu 

4 4-3 6-7 8-11 10-15 



1 3-5 5-9 7-13 9-17 



C dx = 4 2-7 3^19 4-31 5-43 , = _ 
J ~ ' " ' " * 6 C * ~ 



(1 a? 8 ) 8 ~ 1 5-4 9-7 13-10 17-13 
C xdx 2 2-11 3-23 4-35 5-47 , 4 C dx 

I ___ ____ ____ ,. _ . __ . _ . _ . __ . af\( ===; I __ ____ 

J f(l-af) a ! 5-5 9-8 13-11 17-14 ' 3jf(i_*)' 
f dx 42-8 3-24 4-40 5-56 , C dx 

I __ . _____ . --------- . ___ . _ . _ . ____ ___ . __ . af,( ===; f 

J 1/i ^ 1 5<5 9 * 9 13<13 17 * 17 ' J ^(iof 



seu 

4 4 6 * 12 20 



/ ^<j j 
etc. 



seu 

2-8 6-12 10-16 14-20 



13-13 170T7 



-etc., 



C xxdx _ 4 2J16 3-32 4-48 5-64 _ T do; 

J |/(i_2f)3 ~~ "3" * ITT ' SMLJL " I sTs ' 1 7 -T9 " e c> "~ J W- ~& 



seu 

= A A: 8 . 6 * 16 8>24 iQ-32 
_ ^ . __ . __ . __^_ . __ 

seu 

4 4-8 8-12 12-16 16-20 



etc. 

etc. 



3 5-7 9-11 13-15 17-19 
Atque in his et praecedentibus iam casus /n = 3 et v = 4 est contentus. 
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SCHOLION 

374. Caeterum hae formulae, in quas litteras /n et v introduxi, latins 
non .patent quam primnm consideratae; series enim pendent a binis fractioni- 
bus ~ et -^, qnae cum semper ad communem denominatoreni revocari queant, 
formulas 

r x m ^dx = fj^to___ 
J "^(i x n ) n - k J -^(i x n y> - m 

perpendisse sufficiet. Cum igitur earum valor casu x == 1 aequetur huic 
producto 

, 

" ' 



It ' m (k + Hfj ' (wT+n)(&T2fi) " (wTf20(ftTs) 

si in singulis membris factores numeratorum permutenms et membra aliter 
partiamur, idem productum hanc induet formam 

3n(m + ]c + $ri) , 
^T^/7+"3 w) * 6 Cv 

quae ad memoriam rnagis accommodaia videtur. Simili mode curn sit 

c^j^i^ == r ^^x 

J '^/(l $)""-* ~e/ f/(l ^-J' 

P g n (P 2 + ?0_ 2 * (> 2 
"" " "" 



_ 
w) * (jp 

illam formam per hanc dividendo erit 



k-n 



jp g (m H- 7c) ( _p -f M) (g + n) (m + /c -f M) ( jp + 2 n) (q + 2 w) (m -f- 7c + 2 n) , 
"~ mfc (jp + g) (m + w) (4 + ) (p + g + n) (w + 2 w) (7c + 2 ^) (p + 2 + 2 w) *' 

cuius oninia membra eadem lege continentur. Hinc autem eximiae compa- 
rationes huiusmodi formularum deduci possunt, quae quo facilius commemo- 
rari queant, brevitatis causa sequent! scrip tionis compendio utar. 
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DEFINITIO 



375. Formulae integralis 



" 



valorem, quern posito a? = 1 recipit, Irevitatis gratia hoc signo (^j indicemus, 
uU quidem exponent em n, quern in comparatione plurium Miusmodi formularum 
eundem esse assumo, suUntelligi oportet. 

COROLLAKIUM 1 
376. Primum igitur patet esse (y) = (~) et utramque formulam esse 

2 ^I . etc 
" '' 



quorum membrorum progressio est manifesta, dum singuli factores tarn nu- 
meratoris quam denominatoris continue eodem numero n augentur, ita ut ex 
cognito primo membro sequentia facile formentur. 

COBOLLABIUM 2 
377. Deinde si $iip = n, ob formulam integrabilem liquet esse 

fn\ fq\ 1 ., fp\ i n\ 1 
) = (-.) = _ xtem j = ( ) = 
\ 2 / \ w / q \n/ \p/ p 

[pro q = n]. Porro cum 



ob q n = p seu p -f q = w erit 

f _JM - (!L=^ ?_ 

W /~\ n ) .p* 

\n y/ \ JJ wsm.~- 

Quare valor formulae (} absolute assignari potest, quoties fuerit vel p = n 
yelg = n vel p-^-q^n. 
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COEOLLAKIUM 3 

378. Quia etiam [' 345] invenimus hanc reductionem 






sequitur fore 
hincque 

turn vero etiam 



unde semper numeri j? et q infra w deprimi possunt. 



PKOBLEMA 46 

379. Invenire diversa producta ex binis huiusmodi formulis, quae inter se 
sint aequalia. 

SOLUTIO 
Quaerantur ergo numeri a, I, c, d et p, q, r, s, ut fiat 



quod, cum sit 



/a\ _ a + l> n(a~\-'b + n) , fc\ 

V 6 / ~ ...... ab ' + n 6 + ' ' ' \"5 7 



c+d 



, 
' etc ' 



EULERI Opera omnia In Institutiones. calculi integralis 81 
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eveniet, si fuerit 



abed pqrs 

seu 

abcd(p + q)(r + s) = pqrs(a + V)(c + d}, 

ita ut, cum utrinque sex sint factores, singuli singulis sint aequales. Ex 
quaternis ergo abed et pqrs binos ad minimum aequales esse oportet; sit 
itaque s = d efficique oportet 

aJ)c(p + q)(r + d) =*pqr(a + V)(c + d}. 



I. Sumatur alter factor r; qui cum ipsi c aequari nequeat, quia alioquin 
fieret ~ == (~~ , statuatur r = & , ut fiat 



hie neque p neque q ipsi p-\-q aequari potest, poni ergo debet: 

1) Yel jp + # = & + &, ut sit ac(b + $)=pq(c-\- d), quia neque c neque 
l+d ip S i c + d aequari potest; fieret enim vel d=0 vel b = c et (--) = ^); 
relinquitur a = c + ^ et pq = c(6 + d) ideoque p = b ~\- d et g = c, unde 
conficitur 



2) Vel p + q = c-\- d, ergo ac(6 + d) =pq(a -f 6); hie c neque ipsi p 
neque 2 aequari potest; fieret enim (^-\ = (^\\ unde fiat c = a + &, ut sit 
ergo jp = a, ^ = & + d, r = b, s = d, consequenter 



II. Quia r = a non differt a praecedenti ob a et & permutabiles, sta- 
tuatur r=j^ + 2 fietque a6c(6? -{-p -f j) =pq(a + &)(c + ^)- Quoniam r ipsi 
c aequari nequit, factor d -\-p-\-q neque ipsi p neque q neque c-\~d aequalis 
poni potest; relinquitur ergo c?+j? + g = a + ^ et afic =pq(c + 6?) ; ubi, quia 
c ipsi c + d aequari nequit ac _p et # pari conditione gaudent ? fiat p = c; 
erit g = a + & c $ et ,a& = (c + d)(a + 6 c rf), unde a = c + d, j = &, 
jp = o ? r = 6-f^> s = d, sicque conficitur 
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COBOLLARIUM 1 

380. Hae solutiones eodem fere redeunt indeque tria producta binarum 
formularum aequalia eruuntur 



/ 

( 



j 

vel in litteris p, q, r 



(f )(**)- (f) (40 -(f 



COEOLLAEIUM 2 

381. Si hae formulae in producta inflnita evolvantur, reperietur 

, 

' ' ? 



n 



unde patet tres litteras p, q, r utcunque inter se permutari posse, atque 
hinc ternas illas formulas concludere licet. 

COEOLLAEIUM 3 

382. Eestituamus ipsas formulas integrates et sequentia tria producta 
erunt inter se aequalia 

\ , r X ~ - / 7/i -_, I ;j- / $ ~- 

C % p ~ l dx f x p+ "~ l dx 

sssss I -- j rr _ - - 

COEOLLAEIUM 4 

383. Hie casus notatu dignus, quo p + q = n, turn enim ob 

/_p + g\ ( n \ * f ( P\ ^ 

\ r / \r J r \q/ 

haec tria producta fient = *.--. Erit scilicet 



. JP? 

nr sm. ^~ 
n 



r x n ~v-*dx Cx n -v+r-^dx ^ r xP-*dx C^ r ^ x = _ _JL_. 

J ~^r 'J *fid^ J |/(! __ X ^n-r J ^ _^ ^ 7^**' ' 



31* 
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SCHOLION 

384. Triplex ista proprietas productorum ex binis formulis maxime est 
notatu digna ac pro variis rmmeris loco p, q, r substituendis obtinebuntur 
sequentes aequalitates speciales 



J" 


g. 


r 


1 


i 


2 


1 


2 


2 


1 


2 


3 


1 


1 


3 


2 


2 


3 


1 


3 


3 


2 


3. 


3 


1 


1 


4 


1 


2 


4 


1 


3 


4 


1 


4 


4 


2 


2 


4 


2 


3 


4 


2 


4 


4 


3 


3 


4 


3 


4 


4 



(})(!)-(!) 



(D (!)-(!) 
(I) -(I) 



(T) (D-OG) 



(T) (!)-(') 

50-06) 



(8 (I)- (!)(!) 



(i )0 -(!) 



Quae formulae pro omnibus numeris n valent, ac si numeri maiores quam 
occurrant, eos ad miuores reduci posse supra vidimus. 



n 



275-276] DE EVOLUTION! INTEGRALIUM PER PRODUCTA INFINITA 245 



PROBLEM! 47 

385. Invenire producta diver sa ex ternis huiusmodi formulis, quae inter se 
sint aequalia. 



SOLUTIO 

Consideretur production (~\ (~~^) ( P $ ) > quod evolutum praebet 

P+q+r+s ^ 



pqrs 



, 

" ? 



quod eundem valorem retinere evidens est, quomodocunque quatuor litterae 
inter se commutentur. Turn vero eadem evolutio prodit ex hoc producto 
(2\ (H\ @~^\ , ubi eadem permutatio locum habet. Aequalia ergo sunt inter 
se omnia haec producta 



P 



P\(p+s\ (p + 

\(TJ \ 
r\ (p + r + s\ ( p \(p + s\ (p + 

7 \ i ) ' \s) \~r) \ 



p + q + r\ ( q\ / q + s \(p + q + s\ (r\ (r + s\ (p + r + s\ 

' s r V7 > \ p v \ r r \s) \Y~J \ q ; 



Producta alterius formae ope praecedentis proprietatis hinc sponte fluunt; 
est enim 



Deinde vero etiam hoc productum ( J \rj \sj evolutum pro prirno 
membro dat ~ : ^^^^rtp' :: ^, in quo tarn p et r quam q et 5 inter se per- 
mutare licet, ita ut sit 



246 LIBRI PRIOBIS PARS PRIMA SEOTIO PRIMA CAPUT IX 386387 [276-277 

SCHOLION 

386. Quanturnvis late haec patere videantur, tamen nullas novas com- 
parationes suppeditant, quae non iam in praecedenti contineantur. Postrema 
enim aequalitas 



oritur ex multiplicatione harum 



r s s p 

Priorum yero formatio ex hoc exemplo patebit: aequalitas 

(P\(P + Q\(P + 2 + r\ (r\(r+s\(p + r+.s\ 

\j)\~r)\ s )~\s)\ p A a-. / 

oritur ex multiplicatione harum 

' r + s 



q 



Istae autem comparationes praecipue utiles sunt ad valores diversarum for- 
mularum eiusdem ordinis sen pro dato numero n invicem reducendos, ut in- 
tegratio ad paucissimas revocetur, quibus datis reliquae per eas definiri queant. 



PROBLEM! 48 

387. Formulas simplicissimas exhibere, ad quas integratio omnium casuum in 

forma 

p 



contentorum reduci queat. 

SOLUTIO 

Primo est ()== unde habentur hi casus 
\P/ P 



- -- --- 

2/ 2' \3J~~3' \4/~4' \5/~5 
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Deinde est (^-) ~ ~ a ? unde omnium harum formularum valores sunt 

^ wsi 

cogniti, quas indicemus 



a ? 

wsin. 
n 



* , 

- = (J etc - 



Verum hi non sufflciunt ad reliqnos omnes expediendos, praeterea tanquam 
cognitos spectari oportet hos 

-1, et, 



afcque ex his reliqui omnes determinari poterunt ope aequationum supra 
demonstratarum; unde potissimum has notasse iuvabit 



a\ / n \ _ (n a\fn a + b\ 
ir)\j) ~ \b~~)\ JT~)> 

/n a\fn a - b\ _ /n ~b\fn a 6\ 
\~5~A 6 / = \"T"A a / > 

/n aVn 6 l\/n a --J&\ _ /w &Vn a\/n a 6\ 
\ a A"~ B ~ " A~ a^lT"/ ~ \"lT"Aa^TA 1 a / ' 

Ex harum prima posito a = & + 1 invenitur 

/n 1\ _ /w aV n \ /n a\ 

\ a~ / = \^r/\<r=i/ : \a^i/ ? 



ubi ( ^_ ,) == -~TJ , ideoque per formulas assumtas definitur (* l ^\ . 
Ex secunda posito 6 = 1 invenitur 

/n a -1\ _ /n IVn a 1\ /n a\ 
V"l / ~ VT~A ^~"^/ : V ^ / 

Ex tertia posito 6 = 1 deducitur 

/ n a 1\ _ /n~l\/n a\/n a 1\ (n o\ /n 2\ 

v a-T / ~ \ r~Ao~-^iA o~~"/ : \ ~A~~r / 



sicque reperiuntur omnes formulae ^-^^ et ex his porro ponendo 6 = 

in tertia 

-a 2\ /n - 2\ /n 

_ " 2 
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unde reperiuntur formae (-"""%""" ) et ita porro omnes (~~^~~ ) , quippe quae 
forma omnes complectitur. Labor autem per priores aequationes non medio- 
criter contrahitur. Inventa enim f^^p^-~j ex prima colligitur 



2 



\ _ /M 2Vw\ . / a 
/ = \~~~i flTf2~A a ') * \ a 

ex secunda vero 



in a 2\ __ /w 2Vw a 2\ /w a\ 

v 2 ^; = l~irA a y : v~^~"; 

similique modo ex inventis formulis ( n ""^""-^) derivantur hae 

( n <* S\( n \ . ( n ~~ a ~~ %\ 
"" \ a + B A a"/ ' V a~ / ' 



a 3\ /w 3 n a 3 n~~ a 



COROLLAEIUM 1 
388. Ex aequatione (^=^) - ^ f^) : (^) defiuiuntur 

u \ a / a 1\ a / \a I/ 



V_ - etc 

6tC '' 



_ 
2 / I A' 3 ~3B' \ 4 ~3G> V 5 

ex aequatione vero (^=f=^) = (^) (^^ ') : ( w ~) hae formulae 



5\D 

~~~ etc> 



COROLL1EIUM 2 

QQQ A^^-,-,^4.;^ fn a 1\ /n 1\ /w a\ M a 1\ /n~a\/n 2\ -, , 

389. Aequatio (_ 7r _^) - (^(J (___) : (__)(__) pra ebet 

n-5\ K CD /-6 
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unde leperiuntur istae formulae g^f) = ^~f) (-) : (^f ) [, quae sunt] 



_ = _ 

laAB' \ ~4 2ccBC' \ 5 ~ SaCD 






atque etiam istae f^p 2 ) = (^)(^=^) : (=*) , qnae sunt 

ftct.SC n--S\ _ pccCD 
~ 



_ 

aft A ' \ 2 p r ~A ' \ 2 



COROLLARIUM 3 
390. Turn aequatio j*^.-^^^f!=* dat 



' V 3 d*A.W 

M 3\ /w a 3\/\ M- a 3\ 
hmC (*+*) = (-S+8-) U) : ( IT ..... -) 



_ 
~~'~ 



/-3\ rj^AB / 3\_ . 

4 / la? ABC' \ 5 / 2/3:#Cl)' V IT/ ~" ~ ' 



atque ex !LTi_!L=zi! : =- deducuntur 



\ 3 / ~fiy~dAB ' \ 3 / ~~y8sAlT 9 \ ~3 / f-"t~*"" e ^ c - 



EXEMPLUM 1 



391. Casus in hac forma f^ x - *2~ = t\ contentos, uli n = 2, evolvere, 
* ^C 1 )'"' ' 



Manifestum est has formulas omnes vel algebraice vel per angulos ex- 
pediri; his tamen regulis utentes, quia numeri p et q binarium superare non 

LEONHARDI EULEIU Opera omnia In Institutiones calculi integralis 32 
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debent, unam fornmlam a circulo pendentem habemus 



2 sm. 2 
nude nostri casus erunt 



i:)"" 1 ' vy = ' 



EXEMPLUM 2 



392. Casus in hac forma Ay^ - ^ === (f ) contentos, uU n = 3, evohere, 

^ - 38 -2 V2/ 



Hie casus principales, ad quos caeteri reducuntur, sunt 
2\ 2* 



, ._ 

~ -^- 



qua concessa erunt reliqui 



2 

A' 



EXEMPLUM 3 

^ - ^~ 



393. Casus in hac forma JTT^ ^r" = (~] contentos > u ^ w 4, evolvere, 



A circulo pendent hae duae 

__JL___ J^^_ a et 

. ** ~~ 91/2 ~~~ \2/ . 2 

4 sm. -r- * V * * 4 sm. -y- 
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praeterea vero una transcendente singular! opus est (-A = A, unde reliquae 
ita determinantur 



2A' 



EXEMPLUM 4 

- - 



394. Casus in hac forma f-^ - - = ( } contentos. ubi n = 5, evolvere, 

J V(l x 5 ') 6 ~ a ^ 9 ' 

i est Ytl " ; 



A circulo pendent hae duae formulae 



i 

fl et 



5 sin. -=- 5 sin. 

5 5 

praeter quas duas novas transcendentes assumi oportet 

(i)-^ et (|)= B , 
per quas omnes sequent! modo determinantur 



.- - - 

2/ '2' \3/ 3' \4/ 4' \5/ 5' 



. _ 

"' 2 / ~" J. ' V3 / 2 JB' \4/ 3.4 ' 



i 

l/ 



/J ' 

A 



32* 
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EXEMPLUM 5 

395. Casus in Me forma f~ = ( ) contentos, uli w = 6, evolvere. 
A. circulo pendent hae tres formulae 

5\ ft ft / 4 \ % 

I/ ft c.^ 3 ? \2/ -:- 2 ^ 



6sin.f 3 
turn vero assumantur hae duae transcendentes 

et (l)_a 
atque per .has omnes sequent! modo determinants 



SCHOLION 

396. Has determinationes, quousque libuerit, continuare licet, in quibus 
praecipue notari debent casus novas transcendentium species introducentes ; 
quorum primus occurrit, si n = B, estque 

(T) f dx 

^l/ ^^(l-a; 8 ) 2 ' 

cuius valorem per productum infinitum supra [ 371] vidimus esse 

= 2 :_ 6 Sji 8-12 

'- "'' ' 
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quod ex formula (~\ ob n = 3 etiam est 



2 3-5 6-8 9-11 12-14 , 

-~ etc. 



1-1 4-4 7<7 10-10 13-13 

Deinde ex classe w = 4 nascitur haec nova forma transcendens 

(T) = f xdx = C _ fa_ = f _ ^_ 

\i/ Jf/fi-^3 J^/( 1 _^2 Jy^^^y 

quae aequatur liuic producto infinito 

^ , _8_ 2^7 ^11 6OL6 ^-19 

* ~ *' ' ' ' 6 



__ 
1- 25- 69-10l.S- 14*17. 18* ~ 2 *5-3' 9-5 

Ex classe n = 5 impetramus duas novas formulas transcendentes 

l^.: 19 

* 



,1 x ) 1-3 6-8 11- 

et 



ita ut sit 



/2\ r xdx 4 5-9 10*14 15-19 , 

i __.. i _..... __ ----- ._._ _ -- ^ __ a ________ ^ ^^.^ 

\2/ J ^(1^5)8 2-2 7-7 12-12 17-17 '' 



-.'17 . 

etc. 



,!/ \2/ 1-3 6-8 11-13 16-18 

Classis n = 6 has duas formulas transcendentes suppeditat 
(A) = A ^fa. . = C dx = 1 C _Jf&l 

posito xx = y et 

= 1 r dy = _!_ 
_. j ^ = __ 



^2- 

sum to y = xx et ^ = n; 3 . Notandum autem est inter has et primam 



relationem dart, quae est [ 384] 



ita ut prima admissa hie altera sufficiat. 
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CAPUT I 

DE SEPABATIONE YAEIABILIUM 

DEFINITIO 

397. In aequatione differentiali separatio variabilium locum habere dicitur, 
cum aequationem ita in duo membra dispescere licet, ut in utrogue unica tantum 
variaUlis cum suo differentiali insit. 

COEOLLAKIUM 1 

398. Quando igitur aequatio differentialis ita est comparata, ut ad hanc 
formam Xdx = Ydy reduci possit, in qua X functio sit solius x et T solius y, 
turn ea aequatio separationem variabilium adinittere dicitur. 

COEOLLAEIUM 2 

399. Quodsi P et X functiones ipsius x tantum, at Q et T functiones 
ipsius y tantum denotent, haec aequatio PTdx= QXdy separationem varia- 
bilium admittit; nain per XY divisa abit in -^ == ~^- 3 in qua variabiles sunt 
separatae. 

COEOLLAEIUM 3 

400. In forma ergo generali = V separatio variabilium locum habet, 
si V eiusmodi fuerit functio ipsarum x et y, ut in duos factores resolvi 
possit, quorum alter solam variabilem x, alter solam y contineat. Si enim 
sit V=XY, inde prodit aequatio separata ^j- = Xdx. 

LEONHARDI EULERI Opera omuia In Institutiones calculi integralis 33 
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SCHOLION 

401. Posita differentialium ratione ^| = p in hac sectione eiusmodi 
relationem inter x, y et p considerare instituimus, qua p aequetur function! 
cuicunque ipsarum x et y. Hie igitur primum eum casum contemplainur, 
quo ista functio in duos factores resolvitur, quorum alter est functio tantum 
ipsius x et alter ipsius y, ita ut aequatio ad hanc formam reduci possit 
Xdx = Ydy, in qua binae variabiles a se invicem separatae esse dicuntur. 
Atque in hoc casu formulae simplices ante tractatae continentur, quando 
Y=*li, ut sit dy = Xdx et y=fXdx, ubi totum negotium ad integration em 
formulae Xdx revocatur. Haud maiorem autem habet difficultatem aequatio 
separata Xdx = Ydy, quam perinde ac formulas simplices tractare licet, id 
quod in sequente problemate ostendemus. 



PEOBLEMA 49 

402. Aequationem differ entialem, in qua variabiles sunt separatae, integrare 
seu aequationem inter ipsas variabiles invenire. 

SOLUTIO 

Aequatio separationem variabilium admittens semper ad hanc formam 
Ydy = Xdx reducitur, ubi Xdx tanquam differentiate functionis cuiusdam 
ipsius x et Ydy tanquam differentiate functionis cuiusdam ipsius y spectari 
potest. Cum igitur differentialia sint aequalia, eorum integralia quoque aequalia 
esse vel quantitate constante differre necesse est. Integrentur ergo per prae- 
cepta superioris sectionis seorsim ambae formulae seu quaerantur integralia 
jYdy et jXdx, quibus inventis erit utique CYdy = ( Xdx + Const., qua 
aequatione relatio finita inter quantitates x et y exprimitur. 

COEOLLARIUM 1 

403. Quoties ergo aequatio differentialis separationem variabilium ad- 
inittit, toties integratio per eadem praecepta, quae supra de foramlis sim- 
plicibus sunt tradita, absolvi potest. 
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COEOLLAEIUM 2 

404. In aequatione integral! CTdy = CXdx + Const, vel ambae func- 
tiones jYdy-ei CXdx sunt algebraicae, vel altera algebraica, altera vero 
transcendens, vel ambae transcendentes, sicque relatio inter x et y vel erit 
algebraica vel transcendens. 

SCHOLION 

405. In separatione variabilium a nonnullis totum fundamentum reso- 
Intionis aequationum differentialium constitui solet, ita ut, cum aequatio 
proposita separationem variabilium non admittit, idonea substitutio sit in- 
vestiganda, cuius beneficio novae variabiles introductae separationem patiantur. 
Totum ergo negotium hue reducitur, ut proposita aequatione differential! 
quacunque eiusmodi substitutio seu novarum variabilium introductio doceatur, 
ut deinceps separatio variabilium locum sit habitura. Optandum utique esset, 
ut huiusmodi methodus pro quovis casu idoneam substitutionem inveniendi 
aperiretur; sed nih.il omnino certi in hoc negotio est compertum, dum 
pleraeque substitutiones, quae adhuc in usu fuerunt, nullis certis principiis 
innituntur. Deinde autem variabilium separatio non tanquam verum funda- 
mentum omnis integrationis spectari potest, propterea quod in aequationibus 
differentialibus secundi altiorisve gradus nullum usum praestat; infra autem 
aliud principium latissime patens sum expositurus. In hoc capite interim 
praecipuas integrationes ope separationis variabilium administratas exponere 
operae pretiurn videtur, quandoquidem in hoc arduo negotio quam plurimas 
methodos cognoscere plurimum interest. 



PEOBLEMA 50 

406. Aequationem differentialem Pdx= Qdy, in qua P et Q sint functiones 
Jiomogeneae eiusdem dimensionum numeri ipsarum x et y, ad separationem varia- 
bilium reducere eiusque integrale invenire. 

SOLUTIO 

Cum P et Q sint functiones homogeneae ipsarum x et y eiusdem dimen- 

T> 

sionum numeri, erit 7^ functio homogenea nullius dimensionis, quae ergo 

83* 
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posito y = ux abit in functionem ipsius u. Ponatur igitur y = ux abeatque 
~ in U functionem ipsius u, ita ut sit dy = Udx. Sed ob y = ux fit 
dy = udx -j- xd%. qua substitutione nostra aequatio induet hanc formam 
udx + xdu = Udx inter binas variabiles x et w, quae manifesto sunt separa- 
biles. Nam dispositis terminis dx continentibus ad unam partem habetur 
(U u)dx ideoque 

dx _ du 
~x~ Uu' 



quae integrata dat Ix =J n^l u > ^ a u "k i am ex variabili u determinetur x, 
unde porro cognoscitur y = ux. 



COEOLLARIUM 1 



407. Quodsi ergo integrale jj^ otiam per logarithmos exprimi possit, 
ita ut Ix aequetur logarithmo functionis cuiuspiam [algebraicae] ipsius u, 
habebitur aequatio algebraica inter x et u ideoque pro u posito valore 
aequatio algebraica inter x et y. 

COEOLLARIUM 2 

408. Cum sit y = ux, erit ly=*lu-}-lx ideoque, cum sit Z#=J^ : ^, erit 



quibus integralibus in unum reductis fit ly =j-,^^ . Verum hie notandum 
est non in utraque integratione pro Ix et ly constantem arbitrariam adiicere 
licere; statim enim atque alteri integrali est adiecta, simul constans alteri 
adiicienda definitur, cum esse debeat ly = Ix + w. 

COROLLARIUM 3 
409. Cum sit 



du 



' fdu-dU+dU __ r dU rdU-du 
u~J U~u ~J U-u J U-u ' 



ob hoc posterius membrum per logarithmos integrabile erit 
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Perinde ergo est, siye haec formula j^ sive J jj__ u integretur. 



SCHOLION 

410. Quoniam haec methodus ad omnes aequationes homogeneas patet 
neque etiam ob irrationalitatem, quae forte in functionibus P et Q inest, 
impeditur, imprimis est aestimanda plurimumque aliis methodis anteferenda, 
quae tantum ad aequationes nimis speciales sunt accommodatae. Atque Mnc 
etiam discimus omnes aequationes, quae ope cuiusdam substitutionis ad 
homogeneitatem revocari possunt, per eandem methodum tractari posse. 
Veluti si proponatur haec aequatio 



dz zzdx 



statim patet posito = -- earn ad hanc homogeneam ^| + ~ = ~ seu 

xxdy = dx (xx ayy) 
reduci [ 414]. 

Caeteruni non difficulter perspicitur, utrum aequatio proposita huius- 
modi substitutione ad homogeneitatem perduci queat. Plerumque, quoties 
quidem fieri potest,- sufficit has positiones x = u m et y = v n tentasse, Tibi 
facile iudicabitur, num. exponentes m et n ita assumere liceat, ut ubique 
idem dimensionum numerus prodeat; magis enim complicatis substitutionibus 
in hoc genere vix locus conceditur, nisi forte quasi sponte se prodant. 
Methodum autem integrandi hie expositam aliquot exemplis illustrasse iuvabit, 

EXEMPLUM 1 

411. Proposita aequatione differentidi homogenea xdx + ydy = mydx eius 
integrate invenire. 

Cum ergo hinc sit g = ^^, posito y-ux fit ^^ = =^ ideoque 

ob dy --= udx + xdu erit 

, , 7 mu 1 , 

udx + xdu == dx 

. u 
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hincque 

dx udu udu 



x mu 1 uu 

seu 

dx _ udu + ^mdu \rndu 

x 1 
unde integrando 



irZ(l mil 

2 v 



-4-uii) -r-m /- - t -- 1- Const., 
' y 2 J 1 mu + uu ' 

ubi tres casus snnt considerandi, prout m > 2 vel m < 2 vel m = 2. 
1) Sit m > 2 et 1 ww + ww huiusmodi formam habebit 

(_)(_!), 

ut sit m = a + -i = ^^ } e t ob 






(u a}(u j aa 1 u a aa-l u 

fiet 

lx = 1(1 m u -f- uu) I -|- C 

2 2(aa 1) M 



seu 



7 ~I/V~I _L N \ I ^^ ' 7 ^^ ^^ 7 



et restitute valore u = -|- aequatio integralis erit 

7 1// , \ , aa + 1 7 a 

lV(xx - mxy + yy] + ^-Jt__ J_ 

sen 



ay aax\z(aa-i) 

mxy 



2) Sit m < 2 seu m = 2 cos. a ; erit 

/_ . = _ _ Ang. tang. -~ 
1 2wcos, cc4-uu sin. a D 1 



u sin. a 



-wcos. < 
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undo 



, \ sv cos. a , Msin. oj 

mu + w) = (7 -- : Ang. tang. - 
i / sin. oj 1 MCOS. a 



seu 

sin. cc 



mx ~ cos. a . , y sin. cc 

xx mxy -\-yy)=C -7 Ang. tang. - 
Sill. K *v y \j\Jo W 

3) Sit iw = 2; erit 

C_du_ i_ 

J (!-) -i- 
hincqne 



seu 



EXEMPLUM 2 

412. Proposita aequatione differentiali Jiomogenea dx(ax + fly) = ^2/(/a; + 
eius integrate invenire. 

Posito y = ux erit M<## + rr(i^ = dx -|~ ideoque 



re 
unde integrando 



ubi iidem casus qui ante sunt considerandi, pront scilicet denominator 
a + (/? y)w duu vel duos factores habet reales et inaequales vel aequales 
vel imaginarios. 

EXEMPLUM 3 

413. Proposita aequatione differentiali homogenea xdx + ydy = xdy ydx 
eius integrate invenire. 

Cum hinc sit ^ = ^^ , posito y = ux fit udx + xdu = ij-t^ ^o; seu 

ax x y A ** 

^^w = ^i^c?^, unde colligitur 

^^ _ dw udu 
x 1 + uu 

et integrando 
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Ix = Ang. tang, u lY(l + MM) + G 
I Y(xx + yy)=*C+ Ang. tang. -| 



sen 



EXEMPLUM 4 

414. Proposita aeguatione differentiali Jiomogenea xxdy = (xx ayy)dx eius 
integrate invenire. 

Hie ergo est || = xx ~ et posito y = ux prodit 

udx + xdu = (1 auu) dx 
ideoque 

dx du , ' f* du 

^ 1 X=== I -- 

J 1 w atm 



/c 1 u 
cuius evolution! non opus est immorari. 



EXEMPLUM 5 

415. Proposita aequatione differentiali Jiomogenea 
eius integrate invenire. 



Erit ergo = ^l, unde posito y = ux fit 
udx + ^^^ = (^ + 1/(1 + ww)) dx 



sen 

ita ut sit 



_ 

a? Y(l+uu)' 
cuius integrale est 



X / 

seu 

/^ = la Z~ - - - , 



unde colligitur x= aa? - seu > / (a;^+2/7/)=a+2/ hincque 

^/(a;ic -j- t/1/) y 



xx = aa 
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SCHOLION 

416. Hue etiam functiones transcendentes numerari possunt, mode affi- 
ciant functiones nullius dimensionis ipsarum x et y, quia posito y = ux simul 
in functiones ipsius u abeunt. Ita si in aequatione Pdx = Qdy, praeterquam 
quod P et Q sunt functiones homogeneae eiusdem diinensionum numeri, in- 

sint huiusmodi formulae pO^+y^ e y.x^ A.ng. sin. , cos. etc v 

x y(x& + yy) y 

methodus exposita pari successu adhiberi potest, qiiia posito y = ux ratio 

aequatur function! solius novae variabilis u. 



PEOBLEMA 51 

417. Aequationem differentialem primi ordinis 

dx(a + 0x + yy) = dy(S + sx 
ad separationem varidbilium revocare et integrare. 



SOLUT10 

Ponatur 

a + fix + yy = t et # + sx + y = u, 
ut fiat tdx = udy. At inde colligimus 

' Bu-et + as- 

- 



x __ et y 

hincque 



dx : dy = %dt y du : /3du edt, 
unde nanciscimur hanc aequationem 

ytdu = (3udu eudt 



seu 



quae cum sit homogenea et cum exemplo 412 conveniat, integratio iam est 
expedita. 

LBONHARDI EULERI Opera omnia. In Institution es calculi integralis 34 
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Verum tamen casus existit, quo haec reductio ad homogeneitatem locum 
non habet, cum fuerit /? ye = Q, quoniam turn introductio novarum varia- 
bilium t et u tollitur. Hie ergo casus peculiarem requirit solutionem, quae 
ita instituatur. Quoniam turn aequatio proposita eiusmodi formam est habitura 



ad% + (P + yy)d% = tidy + n(@x + yy)dy > 

ponamus /?o; + yy = ^; erit 

dft/ cc-{- & 
dx 

At t?2/ = *~~ > er g 

dz fidx 



ubi variabiles manifesto sunt separabiles; fit enim 

, 



cuius integratio logarithmos involvit, nisi sit y + nft = 0, quo casu algebraice 

j i 2^^ + w^^ , sv 

dat a? = , , ^^ + C^- 

2(y + /3<y) l 

COEOLLAEIUM 1 

418. Aequatio ergo differentialis primi ordinis, uti vocatur, in genere ad 
homogeneitatem reduci nequit, sed casus, quibus {3 = ye, inde excipi debent, 
qui etiam ad aequationem separatam omnino diversam deducunt. 

COEOLLARIUM 2 

419. Si in his casibus exceptis sit n = seu haec proposita sit aequatio 
dy = dx(a + fix + yy), posito fix + yy =^= ob d = 1 haec oritur aequatio 
d!ff = rc i / , -, cuius integrale est 



- _ - -- _ 
seu 



299300] DE SEPARATIONS VAEIABILIUM 267 

PEOBLEMA 52 

420. Proposita aequatione differentiali huiusmodi 

dy + Pydx=Qdx, 

in qua P et Q sint functiones quaecunque ipsius x, altera autem varidbilis y cum 
suo differentiali nusquam plus una Jiabeat dimensionem, earn ad separationem varia- 
Ulium perducere et integrare. 

SOLUTIO 

Quaeratur eiusmodi functio ipsius x, quae sit X, ut facta substitutione 
y = Xu aequatio prodeat separabilis. Turn autem oritur 

Xdu + udX + PXudx = Qdx, 

quam aequationem separationem admittere evidens est, si fuerit dX + PXdx = Q 
seu 

dX Ti , 

,_ = _ pg, Xf 

unde integratio dat 

I X = -fPdx et X = e~S*** ; 

hac ergo pro X sumta functione aequatio nostra transformata erit Xdu= Qdx 



seu 



7 Qdx fpdx 7 
~" == ^ ' 



unde, cum P et Q sint functiones datae ipsius x, erit 

fpdx If 

j 



Quocirca aequationis propositae integrale est 



COROLLAEIUM 1 

421. Eesolutio ergo huius aequationis dy + Pydx == Qdx duplicem re- 
quirit integrationem, alteram formulae J Pdx, alteram formulae J e^ Pdx Qdx. 

u* 
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Sufficit autem in posteriori constantem arbitrariam adiecisse, cum valor ipsius y 
plus una non recipiat. Etiamsi enim in priori loco CPdx scribatur CPdx + C, 
formula pro y manet eadem. 

COEOLLAKIUM 2 

422. Dum ergo formula Pdx integrator, sufficit eius integrale particulare 
sumi ideoque constanti ingredienti eiusmodi valorem tribui convenit, ut inte- 
gralis forma fiat simplicissima. 

SCHOLION 

423. En ergo aliud aequationum genus non minus late patens quam 
praecedens homogenearum, quod ad separationem variabilium perduci hocque 
modo integrari potest. Inde autem in Analysin maxima utilitas redundat, 
cum Me litterae P et Q functiones quascunque ipsius x denotent. Hoc ergo 
modo manifestum est tractari posse hanc aequationem 

Rdy -f Pydx = Qdx, 

si etiam U functionem quamcunque ipsius x denotet. Facta enim divisione per 
R forma proposita prodit, modo loco P et Q scribatur ^ et ^, ita ut inte- 
grale futurum sit 



Ad hums problematic illustrationem quaedam exempla adiiciamus. 

EXEMPLUM 1 

424. Proposita aequatione differ entiali dy-\~ydx = x n dx eius integrate invenire. 
Cum hie sit P = 1 et Q = x n , erit J*Pdx = x et aequatio integralis fiet 

y = e~ x j*e x x n dx, 
quae, si n sit numerus integer positivus, evadet [ 223] 

y == e" x (e x (x n nx n ~ l + n(n l)# n ~ 2 etc.) + (7) 7 
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qua evoluta prodit 

y=*Ce-* + tf nx n ~ l + n(n l)a?- a n(n l)(w 2)^~ 3 + etc., 
unde pro simplicioribus valoribus ipsius n, 

si^s-O, erit y=Cte""* + l, 
siw = l, erit y = Ce~* + # 1? 
siw = 2, erit y = (V + tf 2x + 2 -1, 
si n = 3, erit y = (76.+ ^ 3a 2 + 3 - 2x 3 - 2 1 

etc. 

COEOLLAEIUM 1 

425. Si ergo constans C sumatur = 0, habebitur integrale particulare 

y = x n nx n ~ l + n(n 1)^~ 2 n(n l)(w 2X~ 3 + etc., 
quod ergo est algebraicum, dummodo n sit numerus integer positivus. 

COEOLLA.EIUM 2 

426. Si integrale ita determinari debeat, ut posito x = valor ipsius y 
evanescat, constans G aequalis sumi debet ultimo termino constant! signo 
mutato, unde id semper erit transcendens. 

EXEMPLUM 2 

427. Proposita aequatione differentiali (1 xx)dy + xydx = adoc eius inte- 
grale invenire. 

Aequatio ista per 1 x% divisa ad hanc formam reducitur 

dl , I xy*x = 
y * \ xx 

ita ut sit P= I - Z ^, ^ = r ^-, hinc 

Cpdx^-lV(l-xx) et 
J ^ } 
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ex quo integrals reperitur 



y =)/(!_ *XJf ;-***-, = (- + C) V(l - *X), 

J(ixx)? \y(ia;x) J ^ ' 
quocirca integrate quaesitum erit 

y = ax + CX(1 a; a;) ; 



quod si ita determinari debeat, ut posito # = [evanescat], sumi oportet 
C=Q eritque y = ax. 

EXEMPLUM 3 

428. Proposita aeguatione differentiali dy + -^-^- = adx eius integrate 
invenire. 

Cum hie sit P " N et Q = a, erit 

et 
et 



unde integrale quaesitum erit 

y = (V(l + a;*) - )"/ada: (x 
ad quod evolvendum ponatur x + ]/(! + a;*) = u et net ^ = ^=1 hinc 

? 



2MM 

ergo 

/_ , M"" 1 

u n dx = ^ - - -I 
2(-l)^2 

Nunc quia (V(l + asx) x) n ^ir n , erit 



sive 
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quae expressio ad hanc formam reducitur 



nn : 



Si integrale ita determinari debeat, ut posito x = fiat y = 0, sumi oportet 

^Y W ' 

~ nn 1 



PEOBLEMA 53 

429. Proposita aequatione differentiali 



ubi P et Q denotent functiones guascungue ipsius x, earn ad separationem varidbilium 
reducere et integrare. 

SOLUTIO 

Haec aequatio posito ~ = & statim ad formam modo tractatam redncl- 
tur; nam ob - y = ~ aequatio nostra per y divisa, scilicet 



Qy n dx, 
statim abit in 

L p ( ji x . L_ S eu dz nPzdx = n Qdx, 

ns * 

cuius integrale est 

z = _ e n S pd *fe- n S***n Qdx 
ideoque 

1 = ne n S pd *fe~ n S pd *Qdx. 

Tractari autem potest ut praecedens quaerendo eiusmodi functionem X, 
ut facta substitutione y = Xu prodeat aequatio separabilis; prodit autem 

Xdu + udX + PXudx X n + l u n + l Qdx. 
Fiat ergo 

d X + PXc^o; = seu X = 6-/ p ^ 
eritque 
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_-L_ r e ~ n 
nu n J 



et integrando 
lam quia 
habebitur ut ante 



SCHOLION 

430. Hie ergo casus a praecedente non differre est censendus, ita ut Me 
nihil novi sit praestitum. Atque haec duo genera sunt fere sola, quae quidem 
aliquanto latius pateant, in quibus separatio variabilium obtineri queat. Cae- 
teri casus, qui ope cuiusdam substitutionis ad yariabilium separationem prae- 
parari possunt, plerumque sunt nimis speciales, quam ut insignis usus inde 
expectari possit. Interim tamen aliquot casus prae caeteris memorabiles hie 
exponamus. 



PROBLEM! 54 

431. Proposita Jiac aequatione differ entiali 

aydx + fady + x m y n (yydx + dxdy) = 
earn ad separationem variabilium reducere et integrare. 

SOLUTIO 
Tota aequatione per xy divisa nanciscimur hanc formam 



unde statim has substitutiones 
turas colligimus; inde enim fit 



^t et 



msigm usu non esse cari- 



Sdy du 

-- 
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hincque aequatio nostra 



dt . m n du A 

T + ^jr -o. 



At ex substitutione sequitur # a< ^ y = t d u"^ et y ad ~^^ u a t~ Y ideoque 



quibus substitutis fit 

J4 Sm-yn ccn-f. 



t ' U 

ideoque 



cuius aequationis integrale est 

yndm anftm 

a6 '~*Y U ad -^ 

\ ~7^ ~TR~^ 



yndm 

ubi tantum superest, ut restituantur valores t = afy? et -w = o; 7 ^. Caeterum 
notetur, si fuerit vel yn dm == vel an {3m = 0, loco illornm membrorum 
vel It vel lu scribi debere. 

,SCHOLION 

432. Acl aequationem propositam ducit quaestio, qua eiusmodi relatio 
inter variabiles $ et y quaeritur, ut fiat 



= axy + a5 wl 2/ n ; 
ad hanc enim resolvendam differentialia sumi debent, quo prodit 

ydx = aocdy + a^/6?^ + lx m y n ((m + l)yda? + (^ 
qua aequatione cum nostra forma comparata est 

a = a 1, /9 a, y = (m + 1)6 et <? 
ergo 

a^ fiy = (w w)afe (n 



a^ /3m = (^ m) a w et yn dm = (w m) b, 
unde aequatio integralis fit manifesta. 

LEONHAKDI EULERI Opera omnia In Institutiones calculi mtegralis 35 
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PBOBLEMA 55 

433. Proposita Jiac aeguatione differentiali 

ydy + dy(a + &# + ^##) = ydx(c + nx) 
earn ad separationem variabiUum reducere et integrare. 

SOLUTIO 
Cum hinc sit 

dx " 
tentetur haec substitutio 



fierique debet dy === udx seu 



dy _ udx _ dx(c-\-nx u) 
y y 



At ex logaritkmis colligitur 



dy _ du . dx(b + 2nx) ndx 



y u a + bx + nxx c + nx u a + tx + nxx 

quae contrahitnr in 

-~ -nudx 



x u) a + bx + nxx 

seu 

du(c-}-nx) _ dx(na-}-cc- 



quae per c + nx u multiplicata manifesto est separabilis, proditque 

_ dx _ _ _ ^ _ du_ _ 
(a + J)x + nxx)(c + nx) u(na-\-cc lc + (b 2c)u + uu)' 

cuius ergo integratio per logaritlimos et angulos absolvi potest. Casu autem 
hie vix praevidendo evenit, ut haec substitutio ad votum successerit ? neque 
hoc problema magnopere iuvabit. 
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PROBLEM! 56 
434. Propositam hanc aequationem differentialem 



ad separationem varidbilium reducers et integrare. 

SOLUTIO 

Ob irrationalitatem. duplicem vix ullo modo patet, cuiusmodi substitutione 
uti conveniat. Eiusmodi certe quaeri convenit, qua eidem signo radical! non 
ambae variabiles simul implicentur. Ad hunc scopum commoda videtur haec 

substitutio 

x u 

y == *T+~^ 9 

qua fit 



-*- - 

et 



atque his valoribus in nostra aequatione substitutis prodit 

udx(l + uu) + udu(l + xx) = ndx(l + uu) Y(l + uu), 

quae manifesto separationem variabilium admittit; colligitur scilicet 

dx udu 



quae aequatio posito 1 + uu tt concinnior redditur 

dx dt 



1)) 
et ope positionis t = ^~- sublata irrationalitate 

dx _ 2ds(lss) _ _ ^ %ds . 2nds 

~ 



1+xx 
cuius integratio nulla amplius laborat difficultate. 



35* 
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SCHOLION 

435. In hoc casu praecipue substitutio y = ^f~ notari meretur, qua 
duplex irrationalitas tollitur, unde operae pretium erit videre, quid hac sub- 
stitutione generation praestari possit 



mde autem fit 



et 



ac iam facile perspicitnr, in cuiusmodi aequationibus haec substitutio usum 
afferre possit: eius scilicet benificio haec duplex irratiorialitas Ji^LziE^- re - 

V(cc 3uu) Y(l apxx) 

ducitur ad hanc simplicem ~^ . /^ 9 quam porro facile rationalem red- 
dere licet. 

Atque hi fere sunt casus, in quibus reductio ad separabilitatem locum 
invenit, quibus probe perpensis aditus facile patebit ad reliquos casus, qui 
quidem etiamnum sunt tractati; unicam vero adhuc investigationem apponam 
circa casus, quibus haec aequatio dy + yydx = ax m dx separationem variabilium 
admittit ; quandoquidem ad huiusmodi aequationes frequenter pervenitur atque 
haec ipsa aequatio olim inter Gteometras omni studio est agitata [ 441]. 



PEOBLEMA 57 

436. Pro aequatione dy + yydx = ax m dx valores exponentis m definire, qui- 
lus earn ad separationem variabilium reducere licet. 

SOLUTIO 

Primo haec aequatio sponte est separabilis casu w = 0; turn enim ob 
dy = dx(a yy] fit dx = --- Omnis ergo investigatio in hoc versatur, ut 
ope substitutionum alii casus ad hunc reducantur. 
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Ponamus -= et fit 



quae forma ut propositae similis eyadat, statuatur x m + = t, ut sit 



w , , , 

x m dx = 7 et ax = , 
m+l m -f 1 



eritque 

azzav uu j^+iij. 



quae sumto & = ~rri a< ^ similitudinem propositae propius accedit, ut sit 

d* + *0dt~^ m + 1 yt t. 

Si ergo haec esset separabilis, ipsa proposita ista substitutione separabilis 
fieret et vicissim; unde concludimus, si aequatio proposita separationem ad- 
mittat casu m = n, earn quoque esse admissuram casu m = ^~ Hinc autem 
ex casu m = alius non reperitur, 
Ponamus y = - -^- , ut sit 



unde prodit 



dx dz . %0dx , ., dx 

H -- et i/yax === --- h T ? 

xx xx^ x* yy xx x* ' x^ 



seu - 

xx 



sit nunc x = et fit 



quae cum propositae sit similis, discimus, si separatio succedat casu m = n, 
etiam succedere casu m = n 4. 

Ex uno ergo casu m = n consequimur duos, scilicet 

n j A 

m = -- et m = n 4. 
n + 1 
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Cum igitur constet casus w = 0, Mnc formulae alternatim adMbitae praebent 
sequentes 

A 4 8 8 12 

w = 4, w== j, w = ~, m = , m = , 

12 16 , 

m = , m = etc., 

qui casus omnes in hac formula m = ir continentur. 



COROLLAEIUM 1 
437. Quodsi ergo fuerit vel 



aequatio dy + yydx = ax m dx per aliquot , substitutiones repetitas 1 ) tandem ad 
formam du-\- uudv = cdv, cuius separatio et integratio constat, reduci potest. 

COEOLLAEIUM 2 

438. Scilicet si fuerit w = ^r^, aequatio dy + yydx = ax m dx per sub- 
stitutiones 

i 

r _ /+! p f , _ a 

J(j " * (/ CUl/ - ' ^ -- 

reducitur ad hanc 



ut sit ^ = ^' ^ casus uno g ra(i n inferior est censendus. 



1) Yide litteras ab EULBRO ad GOLDBACHIUM 25. 11 (6. 12). 1731 et 3 (14). 1. 1732 
scriptas (n. 788 indicis ENESTROEMIANI) , Correspondance mathematique et physique 
publiee par P. H. Fuss, t. 1, St. Petersbourg 1843, p. 58 et 63; LEONSARDI EULERI Opera omnia, 
series III, vol. 12. F. E. 
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COKOLLAKEUM 3 

439. Sin autem fuerit m^^^, aequatio dy -f yydx = ax m dx per has 
substitutiones 

# = . et 11 = seu y = t tt$ 

t y x xx y 

reducitur ad hanc dz + 0zdt = at n dt, in qua est 

-4(i 1)_ -4(1-1) 



qui casus denuo uno gradu inferior est. 

COROLLAEIUM 4 

440. Omnes ergo casus separabiles hoc modo inventi pro exponente m 
dant numeros negatives intra limites et 4 contentos, ac si i sit numerus 
inflnitus, prodit casus m = 2, qui autem per se const at, cum aequatio 

adx 

xx 

posito y -7 fiat homogenea [410]. 

SCHOLION 1 

441. Aequatio haec dy + yydx = ax m dx vocari solet RICCATIANA ab Auctore 
Comite BICCATI, qui primus casus separabiles proposuit. 1 ) Hie quidem earn 
in forma simplicissima exhibui, cum eo haec dy + Ayytfdt == Bt*dt ponendo 
AV*dt=*dx et Aff 1 * 1 = (^ + 1) statim reducatur. 

Caeterum etsi binae substitutiones, quibus hie sum usus, sunt simplicissimae, 
tamen magis compositis adhibendis nulli alii casus separabiles deteguntur; ex 
quo hoc omnino memorabile est visum hanc aequationem rarissime separa- 
tionem admittere, tametsi numerus casuum, quibus hoc praestari queat, revera 
sit inflnitus. 



1) IACOPO EICCATI (16761754) primus quidem proposuit problema casus separabiles s in- 
veniendi, Acta erud., Suppl. t. VIII, 1724, p. 73 et Acta erud. 1723, p. 509, sed DAN. BERNOULLI 
(1700 1782) primus hos casus publici iuris fecit, Acta erud. 1725, p. 473. F. E. 
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Caeterum haec investigatio ab exponente ad simplicem coefficientem tra- 

m 

duci potest; posito enim y=*x 2 prodit 

A _L m &dx . 

ubi si fiat 



= dt et x 2 = 



pr ^ dx 2( ^ 

6m ^~ (m + 2)j 



quae ergo aequatio, quoties fuerit ^ = + 2f sen nmnerus par tarn posi- 
tivus quam negativus, separabilis reddi potest, ita ut haec aequatio 



- -- 

V 

semper sit integrabilis. Si praeterea ponatur z = u , oritur 



4 (m + 
et pro casibus separabilitatis m = ^^r habetur 



du + uudt 



tt 



TJberiorem autem hnius aequationis evolutionem, qnandoquidem est maximi 
momenti, in sequentibus x ) docebo, ubi de integratione aequationum differen- 
tialium per series infinitas sum acturus; hinc enim facilius casus separabiles 
eruemus simulque integralia assignare poterimus. 

SCHOLION 2 

442. Ampliora praecepta circa separationem variabilium, quae quidem 
usum sint habitura, vix tradi posse videntur, unde intelligitur in paucissimis 
aequationibus differentialibus hanc methodum adhiberi posse. Progrediar 
igitur ad aliud principium explicandum, unde integrationes haurire liceat, 

1) Tide Institutiomm calculi integrals vol. II cap. VII, 940, 941, 943, 955 _ 966; cf. 
quoque 831841; LEONHARDI EULERI Opera omnia, series I, vol. 12. F. E. 
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quod multo latius patet, dum etiam ad aequationes differentiales altiorum 
graduum accommodari potest, ita ut in eo verus ac naturalis fons omnium 
integrationum contineri videatur. 

Istud autem principium in hoc consistit, quod proposita quacunque 
aequatione differentiali inter duas variabiles semper detur functio quaedam, 
per quam aequatio multiplicata fiat integrabilis; aequationis scilicet omnia 
membra ad eandem partem disponi oportet, ut talem formam obtineat 
Pdx + Qdy = 0; ac turn dico semper dari functionem quandam variabilium 
x et y, puta F, ut facta multiplicatione formula VPdx + VQdy integrabilis 
existat seu ut verum sit differentiate ex differentiatione cuiuspiam functionis 
binarum variabilium x et y natum. Quodsi enim haec functio ponatur = S, 
ut sit dS= VPdx + VQdy, quia est Pdx-\-Qdy^Q, erit etiam dS=Q 
ideoque S= Const., quae ergo aequatio erit integrale idque completuin aequa- 
tionis differentialis Pdx + Qdy = 0. Totum ergo negotium ad inventionem 
illius multiplicatoris V redit. 
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CAPUT II 

DE INTEGIEATIONE AEQUATIONUM DIFFEEENTIALIUM 

OPE MULTIPLIOATORUM 

PKOBLEMA 58 

443. Prqpositam aeguationem differentialem examinare, utrum per se sit inte- 
grdbilis necne. 

SOLUTIO 

Dispositis omnibus aequationis terminis ad eandem partem signi aequali- 
tatis, ut huiusmodi habeatur forma Pdx + Qdy = 0, aequatio per se erit 
integrabilis, si formula Pdx + Qdy fuerit verum differentiale functionis cuius- 
piam binarum variabilium x et y. Hoc autem evenit, uti in Calculo Differen- 
tiali ostendiinus, 1 ) si differentiale ipsius P sumta sola y variabili ad dy eandem 
habeat rationem ac differentiale ipsius Q sumta sola x variabili ad dx, seu 
adhibito signandi modo, quo in Calculo Differential sumus usi ? si fuerit 

dx 

Nam si Z sit ea functio, cuius differentiale est Pdx + Qdy, erit hoc signandi 
modo 

P. 
bine ergo sequitur 



dy/ \dxdy \dx \dydx 



1) Eevera EULERUS hoc ibi non ostendit. C. Institutiones calculi differ entialis, partis prioris 
231 et 240 (vide notam p. 41). P. E. 
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At est 

(ddZ\ = fddZ\ 

\dxdyJ \dydx/' 

unde colligitur 

(dP\_(d_Q\ 

\dy) ~ \dxJ 

Quare proposita aequatione differential! Pdx + Qdy = utrum ea per se sit 
integrabilis necne, hoc modo dignoscetur. Quaerantur per differentiationem 
valor es (^) et (^~), qui si fuerint inter se aequales, aequatio per se erit 
integrabilis; sin autem hi valores sint inaequales, aequatio non erit per se 
integrabilis. 

COROLLAEIUM 1 

444. Omnes ergo aequationes differentiales, in quibus variabiles sunt a 
se invicem separatae, per se sunt integrabiles; habebunt enim huiusmodi 
formam Xdx + Ydy = 0, ui.X sit functio solius x et Y solius y, eritque 
propterea () = et (g) - 0. 

COEOLLAEIUM 2 

445. Vicissim igitur si proposita aequatione differentiali Pdx + Qdy = 
fuerit (^-) == et (^-} = 0, variabiles in ea erunt separatae; littera enim P 

\a,y J \ax / 

erit functio tantum ipsius x et Q tantum ipsius y. Unde aequationes sepa- 
ratae quasi primum genus aequationum per se integrabilium constituunt. 

COKOLLARIUM 3 

446. Evidens autem est fieri posse, ut sit (-j-\ = (-~j\ , etiamsi neuter 
horum valorum sit nihilo aequalis. Dantur ergo aequationes per se integra- 
biles, licet variabiles in iis non sint separatae. 

SCHOLION 

447. Criterium hoc, quo aequationes per se integrabiles agnoscimus, 
maximi est moment! in hac, quam tradere suscipimus, methodo integrand!. 
Quods! enim aequatio deprehendatur per se integrabilis, eius integrale per 
praecepta iam exposita inveniri potest; sin autem aequatio non fuerit per se 

36* 
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integrabilis, semper dabitnr quantitas, per quam, si ea multiplicetur, fiat per 
se integrabilis; unde totum negotium eo revocabitur, ut proposita aequatione 
quacunque per se non integrabili inveniatur multiplicator idoneus, qui earn 
reddat per se integrabilem; qui si semper inveniri posset, nihil amplius in 
hac methodo integrandi esset desiderandum. Verum haec investigatio raris- 
sime succedit ac vix adhuc latins patet qnam ad eas aequationes, quas ope 
separationis variabilinm iam tractare docnimus; interim tamen non dnbito 
hanc methodum praecedenti longe praeferre, cnm ad natnram aequationnm 
magis videatnr accommodata atqne etiam ad aequationes differentiates altio- 
rum graduum pateat, in quibus separatio variabilinm nnllins est nsns. 



PROBLEM! 59 

448. Aequationis differentialis, quam per se integrdbilen esse constat, integrale 
invenire. 

SOLUTIO 

Sit aeqnatio differentialis Pdx 4 Qdy = 0; in qna cnm sit (^\ = (^\ , 
erit Pdx -\-Qdy differentiale cninspiam fnnctionis binarnm variabilium x et 
y, quae sit Z, nt sit dZ=Pdx+ Qdy. Cum ergo habeamus hanc aequa- 
tionem dZ=Q, erit integrale quaesitum Z=C. Totum negotium ergo hue 
redit, ut ista functio Z eruatur, quod, cum sciamus esse dZ^Pdx-^ Qdy, 
hand difficulter praestabitur. Nam quia sumta tantum x variabili et altera 
y ut constante spectata est dZ=Pdx, habemus hie formulam differentialem 
simplicem unicam variabilem x involventem, quae per praecepta superioris 

sectionis integrata dabit Z= CPdx 4 Const, ubi autem notandum est in hac 

*./ 

constante quantitatem hie pro constanti habitam y utcunque inesse posse, 
unde eius loco scribatur Y, ut sit 



Deinde simili modo x pro constante habeatur spectata sola y ut variabili, 
et cum sit dZ=* Qdy, erit quoque Z=~J*Qdy 4 Const., quae constans autem 
quantitatem x involvet, ita ut sit functio ipsius x, qua posita X erit 
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Quanquam autem neque hie fanctio X neque ibi functio T determinate, 
tamen, quia esse debet fPdx + Y=fQdy + X, hinc utraque determinabitur. 

Cum enim sit 

fpdx-fQdy==X-Y, 

haec quantitas fPdx fQdy semper in eiusmodi binas partes distinguetur, 
quarum altera est functio ipsius x tantum et altera ipsius y tantum, unde 
valores X et T sponte cognoscuntur. 

COEOLLAEIUM 1 

449. Cum sit Q < (|^) , duplici integratione ne opus quidem est. In- 
vento enim integral! fPdx id iterum differentietur sumta sola y variabili 
prodeatque Vdy, unde necesse est fiat Vdy + dY=* Qdy ideoque 



COROLLAEIUM 2 

450. Aequationum ergo per se integrabilium Pdx+.Qdy=*Q integratio 
ita perficietur. Quaeratur integrale fPdx spectata y constante idque rursus 
differentietur spectata sola y variabili, unde prodeat Vdy, turn Q 7 erit 
functio ipsius y tantum, unde quaeratur Y=f(QV)dy, eritque aequatio 
integralis j^Pdx + Z= Const. 

COROLLARIUM 3 

451. Vel quaeratur fQdy spectata x constante, quod integrale rursus 
differentietur sumta x variabili, y autem constante, unde prodeat Udx] turn 
certe erit P U functio ipsius x tantum, unde quaeratur X=J(P TT)dx 9 
eritque aequatio integralis quaesita J Qdy + X = Const. 

COROLLAEIUM 4 

452. Ex rei natura patet perinde esse, utra via procedatur; necesse enim 
est ad eandem aequationem integralem perveniri, si quidem aequatio differen- 
tialis proposita per se fuerit integrabilis. Turn autem certe eveniet, ut priori 
casu Q _ v sit functio solius y, posteriori autem P U functio solius x. 
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SOHOLION 

453. Haec methodus integrand! etiam tentari posset, antequam exploratum 
esset, mini aequatio integrabilis existat; si enim vel in modo Corollarii 2 
eveniret, ut Q V esset functio ipsius y tantum, vel in modo Corollarii 3, 
at P U esset functio ipsius x tantum, hoc ipsum indicio foret aequationem 
esse per se integrabilem. Verum tamen praestat ante omnia scrutari, an 
aequatio integrabilis sit per se necne, seu an sit ( j~} = (-~\ , quoniam hoc 
examen sola differentiatione absolvitur. Exempla igitur aliquot aequationum 
per se integrabilium afferamus, quo non solum methodus integrandi, sed etiam 
insignes illae proprietates, quas commemoravimus, clarius intelligantur. 



BXEMPLUM 1 

454. Aequationem per se integrabilem 

+ Sy + a) 



integrare. 

Gum hie sit P=ax + fiy+y et Q fa + Sy + c, erit (^f-\ = /3 et 

(dO\ * \^y ' 

j =/?, qua aequalitate integrabilitas per se confirmatur. Quaeratur ergo 

per Corollarrum 2 spectata y ut constante 

JPdx = Y axx + {3yx -f- yx] 
erit Vdy={3xdy et 

(Q-V}dy^dy(dy + e)^dY ideoque Y=~ 
unde integrate erit 

~axx + pyx + yx + ^dyy + y~~ C. 
Modo autem Corollarii 3 spectata x constante erit 

fQdy = fay + -3yy + sy, 

quae spectata y constante praebet TJdx = flydx hincque 

et 
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unde CQdy-\-X=C integrale dat ut ante. Hinc simul etiam intelligitur esse 

fPdx fQdy = ^axx + yx ^Syy ey, 
quae in duas functiones X Y sponte dispescitur. 

EXEMPLUM 2 
455. Aequationem per se integrabilem 

dy xdy-yd x _ d* - g 



integrare. 



Cum Me sit P= et Q- - yy(x *+ yy y pro charactere Integra- 



bilitatis per se cognoscendo est (^) = ^-^ et ()-^3L--, qui bini 
valores utique snnt aeqnales. lam pro integral! inveniendo utamur regula 
Corollarii 2 et habebimus 



et 



seu supra et infra per ~\/(xx + yy) ^ multiplicando 



unde 

0_ F=0 et 

sicque integrale quaesitum 

I (x + V(xx + yy)) = Const. 
Per regulam Corollarii 3 habemus 

C 

J 

at posito y = y est 



r _ ^ _ = _ T-^ - - - ! J (a* + V(**w + 1)), 
*/ /i x */ xxz& + 1 ^ 
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ergo 

unde 



^ 
K 0# + yy) 

EXEMPLUM 3 

456. Aequationem per se integrdbilem 
(xx + yy aajdy + (a a + 



integrare. 

Hie ergo est P = aa+'2#y + ## et ^ = ^a; + yy aa '> un( le (^ ) = 2x 
et (-^ L ) ==2^ ; quae aequalitas integrabilitatem per se immit. Turn vero est 



1 

= aax -}- xxy -{- -~x et 

unde 

1 

3 



Ergo integrale 



+ -- a; 3 + -- 2/ 3 aaj/ == Const. 

o o 



Altero modo est 

CQdy = xxy + ~-y* aay hincque Udx = 2xydx, 
ergo 

(P Z7)dte = (00 + ff#)<fo et X^aax-\~-^x^ 

o 

unde integrale oritur ut ante. 

SCHOLION 

457. In his exemplis licuit integrale CPdx actu exhibere indeque eius 
differentiale Vdy suinta sola y variabili assignare. Quodsi autem hoc inte- 
grale jPdx evolvi nequeat, hand liquet, quomodo inde differentiale Vdy elici 
possit, quandoquidem formula CPdx in se spectata constantem quamcunque, 
quae etiam y in se implicet, complectitur. Turn igitur quomodo proceden- 
dum sit, videamus. 



323-325] DE INTEGRATIONS AEQUATIONUM OPE MULTlPLlCATOEUM 289 

Ponamus 



et cum quaeratur ^ = F, ob fPdx = Z Y erit F= (^|) |^. At 
est (g) - P, ergo (jjf ) - (|f ) - g) ob (f ) _ F+ . HiL erit' 



quare quantitas F invenitur per integrationem huius formulae /^^-j-), in 

/dp\ \u>y ' 

qua i/ ut constans spectatur, postquam in valore f-y-j inveniendo sola ^/ 

variabilis esset assumta. Verum cum He denuo constans cum y iinplicetur, 
hinc ilia functio Y, quam quaerimus, non determinatur. Eatio huius incom- 
modi manifesto in ambiguitate integralium JPdx et J dx (-^-} est sita, dum 
utrumque functiones arbitrarias ipsius y recipit. Eemedium ergo afferetur, si 
utrumque integrale certa quadam conditione determinetur. Ita quando inte- 
grale iPdx ita accipi ponimus, ut evanescat posito x = f, ubi quidem con- 
stantem f pro lubitu accipere licet, turn eadem lege alterum integrale 
Jdx(~-} capiatur. Quo facto erit Q Jdx(~j\ functio ipsius y tantum 
et aequationis Pdx-\-Qdy = integrale erit 

fPAx +fdy(Q -fdx ) - Const. , 



/* (* I d JP\ 

dummodo ambo integralia J Pdx et, jdxl-^-}, in quibus y ut constans trac- 
tatur, ita determinentur, ut evanescant, dum in utroque ipsi x idem valor /' 
tribuitur. Quare hinc istam colligimus regulam: 

PEG INTEGBATIONE AEQUATIONIS PER SE INTEaRABILIS 



458. Q^laerantur integralia J Pdx et JdxC^ -\ spectando y ut const antem 
ita, ut ambo evanescant, dum ipsi x certus quidam valor, puta x = f, tribuitur. 
Turn erit QJdx^-] functio ipsius y tant^l,m, quae sit = Y, et integrale guae- 
situm erit JPdx +J Ydy == Const. Vel, quod eodem redit, quaerantur integralia 

LEONHAUDI EULERI Opera omnia In Institutiones calculi integralis 37 
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CQdy et Cdy(~^] spectando x ut constantem ita, ut ambo evanescant, dum ipsi y 
certus quidam valor, puta y = g, tribuitur; turn Pfdy(^~) erit functio ipsius x 
tantum, qua posita = X erit integrate quaesitum fQdy +fXdx = Const. 

DEMONSTKATIO 

Veritatem huius regulae ex praecedentibus perspicere licet, si cui forte 

//> f(j~p\ 
Pdx et J dx (-j^J eadem lege 

determinari debere, ut, dum ipsi x certus quidam valor, puta #==/*, tribuitur, 
ambae evanescant. Sed ne forte quis putet alteram integrationem pari iure 
secundurn aliam legem determinari posse, hanc demonstrationem addo. 
Prima quidem integratio ab arbitrio nostro pendet, quam ergo ita determi- 
nari assumamus, ut integrale f*Pdx evanescat posito x = f; quo facto dico 
alterum integrale fdx(^\ necessario per eandem conditionem determinari 
oportere. Sit enim fPdx == Z eritque Z eiusmodi functio ipsarum x et y, 
quae evanescit posito x=f; habebit ergo factorem fx vel eius quampiam 
potestatem positivam (fx)\ ita ut sit Z=(fxfT. Nunc quia fdx(~^j 
exprimit valorem ipsius (^), erit Jdx(^^J = (f ^f(^) , ^ q uo niani- 
festum est hoc integrale etiam evanescere posito x=*f, ita ut huius inte- 
gralis determina>tio non amplius arbitrio nostro relinquatur. Hoc posito erit 
utique aequationis per se integrabilis Pdx + Qdy = integrale 

fPdx +fYdy = Const, 
existente 



nam posito fPdx = Z, quatenns scilicet in hac integratione y pro constants 
habetur, habetur haec aequatio Z-\~j*Ydy = Const., quam esse integrale 
quaesitum vel ex ipsa differentiatione patebit. Cum enim sit 
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erit aequationis inventae differentiale 

Pdx + dyfdx (^) + Tdy = 0, 



sed Z= QJdxfa;)) nude prodit Pda? + (?<^y = 0, quae est ipsa aequatio 
differentialis proposita. Quod autem sit Q J dx (~g-\ functio ipsius y tan- 
turn, inde sequitur, quoniam aequatio differentialis per se est integrabilis. 



THEOEEMA 

459. Pro omni aequatione, quae per se non est integrabilis , semper datur 
quantitas, per quam ea multiplicata redditur integrabilis. 

DEMONSTEATIO 

Sit Pdx + Qdy = aequatio differentialis et concipiamus eius integrate 
completum, quod erit aequatio quaedam inter x et y, in quam constans 
quantitas arbitraria ingrediatur. Ex hac aequatione eruatur haec ipsa con- 
stans arbitraria, ut prodeat huiusmodi aequatio 

Const. = functioni cuidam ipsarum x et y, 

quae differentiata praebeat 

M dx + Ndy ; 

quae aequatio iam a constante ilia arbitraria per integrationem ingressa est 
libera ideoque necesse est, ut haec aequatio differentialis conveniat cum propo- 
sita, alioquin integrale suppositum non esset verum. Oportet ergo, ut relatio 
inter dx et dy utrinque prodeat eadem, unde erit 



^_ 

~Q~ N 
ideoque 

et 



Sed quia M dx + Ndy est verum differentiale ex differentiatione cuiuspiam 
functionis ipsarum x et y ortum, est (^~-) = (^J . Quare pro aequatione 



37* 
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Pd x + Qdy = dabitur certo quidam multiplicator L, ut sit 

.(d.LP\ = /d.LQ\ 
\ dy ) \ dx / 

seu ut aequatio per L multiplicata fiat per se integrabilis. 

COROLLARIUM 1 

460. Pro omni ergo aequatione Pdx + Qdy = datur eiusmodi functio 
L, ut sit (~-j^) = (^r) id^oque evolvendo 

seu 

quae functio L si fuerit inventa, aequatio differentialis LPdx + L Qdy = 
per se erit integrabilis. 

COROLLARIUM 2 

461. In aequatione proposita loco Q tuto unitatem scribere licet, quia 
omnis aequatio hac forma Pdx + dy = repraesentari potest. Hinc inventio 
multiplicatoris L, qui earn reddat per se integrabilem, pendet a resolutione 
huius aequationis 



ubi notandum est esse 

fdL\ , r j (dL\ 
\-dy\-j-)- 
u \dy / 



SCHOLION 

462. Quoniam hie quaeritur functio binarum variabilium x et y, quarum 
relatio mutua minime spectator, quam involvit aequatio Pdx-^-Qdy^O, 
haec investigatio in nostrum librum secundum incurrit, ubi huiusmodi functio 
ex data quadam differentialium relatione indagari debet. In hac enim inve- 
stigatione non attendimus ad aequationem propositam, qua formula Pdx-}- Qdy 
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nihilo aequalis reddi debet, sed absolute quaeritur multiplicator L, per quern 
formula Pdx + Qdy multiplicata abeat in verum differentiale cuiuspiam 
functionis finitae, quae sit Z, ita ut habeatur dZ = LPdx + LQdy. Quo 
nmltiplicatore L invento turn demum aequalitas Pdx + Qdy = spectatur 
indeque concluditur functionem Z quantitati constant! aequari oportere. Cum 
igitur minime expectari queat, ut methodum tradamus huiusmodi multiplica- 
tofes pro quavis aequatione differential! proposita inveniendi, eos casus per- 
curramus, quibus talis multiplicator constat, undecunque sit repertus. Interim 
tamen ad pleniorem usum liuius methodi notasse iuvabit, statim atque unum 
multiplicatorem pro quapiam aequatione differential! cognoverimus, ex eo 
facile innumerabiles alios deduci posse, qui pariter aequationem propositam 
per se integrabilem reddant. 



PKOBLEMA 60 

463. Dato uno multiplicatore L, qui aequationem Pd% + Qdy = per se 
integrabilem reddat, invenire innumerabiles alios multiplicatores, qui idem officium 
praestent. 

SOLUTIO 

Cum ergo L (Pdx + Qdy) sit differentiale verum cuiuspiam functionis 
Z, quaeratur per superiora praecepta haec functio Z, ita ut sit 



et nunc manifestum est hanc formulam dZ integrationem etiam esse ad- 
missuram, si per functionem quamcunque ipsius Z, quam ita <p:Z indicemus, 
multiplicetur. Cum igitur etiam integrabilis sit haec formula 

(Pdx+ Qdy)L<p;Z, 

erit quoque Lcp:Z multiplicator aequationis propositae Pdx + Qdy = Q, qui 
earn reddat integrabilem. Quare invento uno multiplicatore L quaeratur 
per integrationem Z=J*L(Pdx + Qdy) ac turn expressio L<p:Z, ubi pro 
<p\Z functio quaecunque ipsius Z assumi potest, dabit infinitos alios multi- 
plicatores idem officium praestantes. 
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SCHOLION 

464. Tametsi sufficiat pro quavis aequatione differential! unicum multi- 
plicatorem cognovisse, tamen occurrant casus, quibus perquam utile est plu- 
res, imo infinites multiplicatores in promtu habere. Veluti si aequatio pro- 
posita in duas partes commode discerpatur huiusmodi 

(Pdx + Qdy) + (Edit + 8dy)*=Q 

atque omnes multiplicatores constent, quibus utraque pars seorsim Pdx + Qdy 
et Rdx + Sdy reddatur integrabilis, inde interdum communis multiplicator 
utramque integrabilem reddens concludi potest. Sit enim'LyiZ expressio 
generalis pro omnibus multiplicatoribus formulae Pdx + Qdy et M cp : V ex- 
pressio generalis pro omnibus multiplicatoribus formulae Rdx + Sdy, et quo- 
niam (p:Z et cp:V functiones quascunque quantitatum Z et F denotant, si 
eas ita capere liceat, ut fiat L cp:Z*=M cp:V, habebitur multiplicator idoneus 
pro aequatione 



Intelligitur autem hoc iis tantum casibus praestari posse, quibus multipli- 
cator pro tota aequatione etiain singulas eius partes seorsim sumtas inte- 
grabiles reddat. Quare cavenduni est, ne huic -methodo nimium tribuatur 
et, quando ea non succedit, aequatio pro irresolubili habeatur; evenire enim 
utique potest, ut tota aequatio habeat multiplicatorem , qui singulis eius 
partibus non conveniat. Ita proposita aequatione Pdx+ Qdy multipli- 
cator partem Pdx seorsim integrabilem reddens manifesto est p , denotante 
X functionem quamcunque ipsius x, et multiplicator partem alteram Qdy 

-y 

integrabilem reddens est ^-; etiamsi autem neutiquam fieri possit, ut sit 

~V" "V ID "V ** 

. = . seu - = Y? n i g i casibus per se obviis, tamen tota formula Pdx-}- Qdy 



certo semper habet multiplicatorem, quo ea integrabilis reddatur. 

EXEMPLUM 1 

465. Invenire omnes multiplicatores , quibus formula aydx + flxdy integra- 
UUs redditur. 

Primus multiplicator sponte se offert ^~ , qui praebet ^^ + ^~ , cuius 
integrale est alx + ftly = loPy?. Huius ergo functio quaecunque <p:oPyP in 
ducta dabit multiplicatorem idoneum, cuius itaque forma generalis est 
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Fnnctio enim quantitatis x a yP etiam est functio logarithmi eius- 
x y 

dem quantitatis. Nam si P fuerit functio ipsius p et II functio ipsius P, 
etiam II est functio ipsius p et vicissim. 

COEOLLAEIUM 

466. Si pro functione sumatur potestas quaecunque x nct y n ?, formula 
aydx + j3xdy integrabilis redditur, si multiplicetur per x n - l y*P~ l , quo qui- 
dem casu integrate sponte patet; est enim x nce y n ?. 

EXEMPLUM 2 

467. Invenire omnes multiplicatores , qui Jianc formulam Xydx -\- dy inte- 
grabilem reddant. 

Primus multiplicator ~ sponte se offert, unde, cum sit 

d f)=fXdx + ly seu leS"*y 9 

omnes functiones huius quantitatis seu huius &/* d *y per y divisae dabunt 
multiplicatores idoneos. Unde expressio generalis pro omnibus multiplicato- 
ribus erit =~-<p:eJ x * x y. 

y 

COEOLLAEIUM 

468. Pro formula ergo Xydx + dy multiplicator quoque est eS Xdx , qui 
est functio ipsius x tantum; quo ergo cum etiam formula %dx denotante 9 
functionem quamcunque ipsius x integrabilis reddatur, ille multiplicator 
etiam huic formulae dy + Xydx + ^^^ conveniet, 



PROBLEM! 61 

469. Proposita aeguatione dy + Xydx = %dx, in qua X et 3 sint functio- 
nes quaecunque ipsius x, invenire multiplicatorem idoneum eamque integrare. 

SOLUTIO 

Cum alterum membrum %dx per functionem quamcunque ipsius x mul- 
tiplicatum fiat integrabile, dispiciatur, num. etiam prius membrum dy + Xydx 
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per huiusmodi multiplicatorem integrabile reddi possit. Quod cum praestet 
multiplicator eS Xdx , hoc adhibito habebitur aequatio integralis quaesita 



sive 



uti iam supra [ 420] invenimus. 

COEOLLAEIUM 1 

470. Patet etiam, si loco y adsit functio quaecunque ipsius y, ut habe- 
atur haec aequatio dT+ YXdx = %dx, earn per multiplicatorem eS Xdx reddi 
integrabilem et integrate fore 



COEOLLARIUM 2 

471. Quare etiam haec aequatio dy + yXdx = y n dx quia per y n divisa 
abit in 



ubi posito ^= Y ob _^=^ = c? r S eu *%---**- prodit 

^ - 1 W 



seu w 



quae per multiplicatorem e-( n -vf xdx fit integrabilis : eiusque integrale erit 

e - C n-i)/z^ r= _ ^ _ 

sive [ 429] 

__!___ ( n l)^- 1 
%/ 

SCHOLION 

472. Cum pro membro dy-{-yXdx multiplicator generalis sit -~(p:ef xdx y, 
sumta loco functionis potestate multiplicator idoneus erit e m f xdx y m ~~ l i 
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grale praebens ~~-e m S Xdx y rn . Efficiendum ergo est, ut etiam idem multipli- 
cator alterum membrum y n %dx reddat integrabile; quod evenit sumendo 
m 1 = n sen m = l n, ex quo huius membri integrale fit Ce m S Xd *%dx, 
ita ut aequatio integralis quaesita obtineatur 

^e (l ^f xdx y l " n = Ce (1 - n} S* dx %dx, 
ln u J ' 

quae cum modo inventa prorsus corigruit. 

PEOBLBMA 62 
473. Proposita aequatione differentiali 

aydx + fixdy = x m y n (yydx + dxdy] 

invenire multiplicatorem idoneum, qui earn integrdbilem reddat, ipsumque integrale 
assignare. 

SOLUTIO 

Consideretur utrumque membrum seorsim; ac pro priori vidimus 
aydx + (3xdy omnes multiplicatores idoneos contineri in hac forma 



Pro altera parte x m y n (yydx + dxdy) primus multiplicator est 

1 



quo prodit -^~ H -, cuius integrale est Ix r y 6 \ ergo forma generalis pro 
eius multiplicatoribus est 



x m + lyn + l T ' " y * 

Quo nunc hi duo multiplicatores pares reddantur, loco functionum sumantur 
potestates flatque 



LEONHARDI EULKRI Opera omnia In Institutiones calculi integralis 38 
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unde stated oportet 

[ta = vy m et f^^ = rS n\ 
Mncque colligitur 



yn 8m , _ an (5m 
et r ' 



Quocirca mnltiplicator erit 



unde aequatio nostra induit hanc formani 

tf*-iyffi-i(aydx + fixdy) = tf Y -*y 1 '* 
ubi ntrumque membrmn per se est integrabile ideoque integrale quaesitum 



[*> V 

quod convenit cum eo, quod capite praecedente [ 431] est inventum. 

COKOLIABIUM 1 

474. Posito ergo brevitatis gratia it = ,~~ a m et v = **-"jp. aequationis 

CJ O : * ( Q K y (% Q n y J. 

differentialis 

aydx + /?o?c?/ = x m y n (yydx 

integrale completum est 

JL a /v a A J- 



y** + Const. 

COEOLLAEIUM 2 

475. Si eveniat, ut sit ^ = seu yn = dm, integrale ad logarithmos 
reducetur eritque 

* + Const.; 






sin autem r = seu an = {3m, erit integrale 

-x^ a y^ = lx?y d + Const 



336-338J DE INTEGRATIONS AEQTJATIONUM OPE MULTIPLIOATORUM 299 

SCHOLION 

476. Hinc autem casus excipi videtur, quo ad = (3y, quia turn ambo 
numeri /n et v Hunt infiniti. Yeram si d = , aequatio nostra hanc induit 
formam 

aydx + fixdy = x m y n (aydx + pxdy) seu (aydx + /3xdy)(l ~x m y n ] = 0, 
cc cc 

quae cum habeat duos factores, duplex solutio ex utroque seorsim ad nihilum 
reducto derivatur. Prior scilicet nascitur ex aydx + fixdy = 0, cuius inte- 
grale est x a y? = Const, alter vero factor per se dat aequationem finitam 
1 -^-x m y n = y quarum solutionum utraque aeque satisfacit. Atque hoc in 
genere tenendum est de omnibus aequationibus differentialibus, quas in fac- 
tores resolvere licet, ubi perinde atque in aequationibus finitis singuli factores 
praebent solutiones. Plerumque autem factores finiti statim, antequam 
integratio suscipitur, per divisionem tolli solent, quandoquidem non ex natura 
rei, sed per operationes institutas demum accessisse censentur, ita ut^ perinde 
ac in Algebra saepe fieri solet, ad solutiones inutiles essent perducturi. 



PROBLEM! 63 

477. Proposita aequatione differentiali liomogenea multiplicatorem idonewn 
invenire, qm earn integrabilem reddat, indeque eius integrate eruere. 

SOLUTIO 

Sit Pdx -f Qdy = aequatio proposita, in qua P et Q sint functiones 
homogeneae n dimensionum ipsarum x et y, ac quaeramus multiplicatorem L, 
qui sit etiam functio homogenea, cuius dimensionum numerus sit L Cum 
iam formula L(Pdx J rQdy] sit integrabilis, erit integrale fanctio A + ^ + l 
dimensionum ipsarum x et y, quae functio si ponatur Z, erit ex natura 
functionum homogenearum [ 481] 

LPx + L Qy = (A + n + 1) Z. 



Quare si A sumatur = n 1, quantitas LPx + LQy erit vel =0 vel 
constans, unde obtinemus L = p , g-, qui ergo est multiplicator idoneus 
pro nostra aequatione. 
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Idem quoque ex separatione variabilium colligitur; posito enim y = ux 
fiet P=~x n U et Q = x n V existentibus U et F functionibus u ipsius tan turn 
et ob dy = udx + xdu erit 

Pdx + Qdy = x n Udx + x n Vudx + 
sen 

+ <?dty = x n (U+ Vu)dx + ^ 



At haec formula per ^ w " l " 1 (?7+ FM) divisa fit integrabilis ideoque et formula 
nostra Pdx + Qdy divisa per of +1 (?7+ F^) = Pa; + Qy, restitutis valoribus 
C7"=^, ^ r= ^ et ^ = -fv fiet integrabilis; seu multiplicator idoneus est 
liaec aequatio -^~- = ^ semper per se est integrabilis. 



lam ad integrate ipsius inveniendum integretur formula p ^ x Q ~ speo 
tando y ut constantem ac determinetur certa ratione, ut evanescat posito 

x = f. Turn posito brevitatis causa v~^~rr = R sumatur valor (^\ et 

/> /7 y 

eadem lege quaeratur integrate jdx(^J spectando iterum y ut constantem. 

T * m erit p^Q-y ~f dx Q functio iP^s y tantmn seu - -dx = T 

atque hinc erit integrate quaesitum 



COROLLAKIUM 1 



478. Cum ergo formula j2 git per se integrabilis, si brevitatis 
gratia ponamus 



Px+Qy 



necesse est sit (~J = (^) At est 



et 
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Quamobreni habebitur 



COEOLLAEIUM 2 

479. Haec aequalitas etiam ex natura functionum homogenearum con- 
cluditur. Cum enim P et Q sint functiones n dimensionum ipsarum x et y, ob 



et 
\ax/ ' ~ \ay/ 

erit 



Aequalitas autem inventa est 



quae Mnc abit in identicana 

COEOLLAEIUM 3 

480. Si aequatio homogenea Pdx +Qdy = fuerit per se integrabilis 
et P et Q sint functiones 1 dimensions, erit Px + Qy numerus constans. 
Veluti cum 5^JJ^ = huiusmodi sit aequatio, si loco dx et dy scribantur 

xx-\~yy 
, TI xx-4-yy 

x et y, prodit -^t^ = l. 

SCHOLION 

481. In Calculo Differentiali 1 } ostendiinus, si F fuerit functio homogenea w 
dimensionum ipsarum x et y ponaturque dVPdx-\- Qdy, fore 



Quare si Pdx + Qdy fuerit formula integrabilis et P et functiones homo- 
geneae n I dimensionum, integrale statim habetur; erit enim 7= (P# + Qy) 

1) Institutiones calculi differentials, partis prioris 222. F. E. 
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neque ad hoc ulla integratione est opus. Interim tamen videmus hinc excipi 
oportere casum, quo ^ = 0, uti fit in nostra aequatione per multiplicatorem 
integrabili reddita ^^-|^ = 0, ubi dx et dy multiplicantur per functiones 
1 dimensionis; neque enim Me integrale sine integratione obtineri potest. 
Ratio autem huius exceptionis in hoc est sita, quod formulae integrabilis 
Pdx + Qdy, in qua P et Q sunt functiones homogeneae n l dimensionum, 
integrale turn tantum sit functio homogenea n dimensionum, quando n non 
est = 0; hoc enim solo casu. fieri potest, ut integrale non sit functio nullius 
dimensionis, quemadmodum fit in hac formula differentiali 



cuius integrale est ^l(xx + yy). Quocirca, quod formula ^^-||* sit inte- 
grabilis, hoc peculiar! modo demonstravimus ex ratione separabilitatis deducto. 
Interim tamen sine ullo respectu, unde hoc cognoverimus, id in praesenti ne- 
gotio maxime est notatu dignum omnes aequationes homogeneas Pdx-\- Qdy = 
per multiplicatorem -p^~r~Q~ per se reddi integrabiles. Methodus igitur de- 
sideratur, cuius beneficio hunc multiplicatorem a priori invenire liceret; qua 
methodo sane maxima incrementa in Analysin importarentur. Quamdiu autem 
eousque pertingere non licet, plurimum intererit huiusmodi multiplicatores 
pro pluribus casibus probe notasse; quod cum iam in duobus aequationum 
generibus praestiterimus, pro reliquis aequationibus, quas supra integrare do- 
cuimus, multiplicatores investigemus; ipsa autem reductio ad separationem 
nobis hos multiplicatores patefaciet, uti in sequente problemate docebimus. 



PROBLEM! 64 

482. Proposita aegiiatione differentiali, quam ad separationem varialilium re- 
ducere liceat, invenire multiplicatorem , per quern ea per se integrabilis reddatur. 

SOLUTIO 

Sit Pdx + Qdy = Q, quae certa quadam substitutione, dum loco x et y 
aliae binae variabiles t et u introducuntur, ad separationem accommodetur; 
ponamus ergo facta hac substitutione fieri Pdx + Qdy = Edt -\~ Sdu, nunc 
autem hanc formulam Rdt~\- Sdu, si per V dividatur, separari, ita ut in hac 
formula Edt "^ du . quantitas y sit functio solius t et y functio solius w. Cum 
igitur formula t y per se sit integrabilis, etiam integrabilis erit haec 
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pdx^Qdy ^ q u ipp e jjjj aequalis, siquidem in F variabiles x et y restituantur. 
Hinc ergo ex reductione ad separabilitatem aequationis Pdx + Qdy = disci- 
mus multiplicatorem, quo ea integrabilis reddatur, esse y sicque, quas 
aequationes ad separationem variabilium perducere licet, pro iisdero multipli- 
catorem, qui illas integrabiles reddat, assignare possnmus. 

COEOLLARIUM 1 

483. Methodus ergo per multiplicatores integrandi aequationes differen- 
tiales aeque late patet ac prior methodus ope separationis variabilium, prop- 
terea quod ipsa separatio pro quavis aequatione, ubi succedit, multiplicatorem 
suppeditat. 

COKOLLARIUM 2 

484. Contra autem methodus per multiplicatores integrandi latins patet 
altera, si pro eiusmodi aequationibus multiplicatores assignare liceat, quas 
quomodo ad separationem perduci debeant, non constet. 

SCHOLION 

485. Etsi autem ex reductione ad separationem idoneum multiplicatorem 
elicere licet, tamen nondum intelligitur, quomodo cognito multiplicatore se- 
paratio variabilium institui debeat; quare etiam ob hanc rationem methodus 
per multiplicatores integrandi alteri longe praeferenda videtur. Quamvis enim 
hactenus ipsa separatio nos ad inventionem multiplicatorum perduxerit, nullum 
tamen est dubium, quin detur via multiplicatores inveniendi nullo respectu 
ad separationem habito, licet haec via etiamnum nobis sit incognita. Ea autem 
paullatim planior reddetur, si pro quam plurimis aequationibus multiplicatores 
idoneos cognoverimus, ex quo, quos adhuc ex separatione eruere licet, indage- 
mus in subiunctis exemplis. 

EXEMPLUM 1 

486. Proposita aequatione differentiali primi ordinis 



pro ea multiplicatorem idoneum assignare. 
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Haec aequatio ad separationem praeparatur ponendo primo [ 417] 

y = v e ^ 8 oc + sy + = : s 



ideoque 

adx^}-(3dy = dr et 
unde oritur 



fids -, , ccds 
~-~ et 



- ~-r~ - 5^=:-, 

tt pO ^ CCS pO 

hincque aequatio nostra omisso denominatore utpote constante erit 

erdr (3rds + asds $sdr = 0; 

quae cum sit homogenea, per err (/3 + cf)rs + ass divisa fit integrabilis. 
Quod idem ex separatione colligitur; posito enim r = su prodit 

sssudu ~\- esuuds {3 suds + asds dssdu $suds = 
seu 

ssdu(su #) + sds(euu (iu du + a) = 0, 

quae divisa per ss(euu /3w c??/ + a) separatur. Quare multiplicator nostrae 
aequationis propositae est 



ss(euu fiu Su + a) srr firs drs + ass 
qui restitutis valoribus fit 



fiy + f)(( 0% + aS-y*) 
atque evolutione facta 

($g ___ 3o\(a9o$ I (3 -]" u^\X'u -I- siiif I- <yx - 
1 : 

Quare per se integrabilis erit haec aequatio 

dy(Sx + sy + ) =() 



.fl: + By 
existente 



345-346] DE INTEGKATlOtfE AEQIlATlOtfUM OPE MULTIfLIOATOBtJM 305 

COKOLIABIUM 



487. Etiamsi forte fiat as fid = Q, hie multiplicator non turbatur, cum 
tamen separatio non succedat hac quidem operatione. Sit enim a = ma, 
P=~mb, d = na, s = nb, ut habeatur haec aequatio 

dx(m(ax + 6y) + y) + dy(n(ax + 6y) + g) = 0; 
ob 

J. = a(na mfy(mny), I! 
et 

(7 = m 



omisso factore communi multiplicator est 

i 



_____ 

(na mV)(ax 

ita ut haec aequatio per se sit integrabilis 



(ax + ly) (mdx + ndy) + ydx + dy 
(na m&) (ax 



EXEMPLUM 2 
488. Proposita aequatione differentiali 

ydx(c + n) dy(y + a + &a? + ^^^) = 
multiplicatorem idoneum invenire. 

Fiat substitutio [ 433] 



c + nx 
ut contrahatur aequatio nostra in hanc formam 



-0 sen (udx - dy) = 

vel 



c+nx) /dy udx\ ___ ~ . 

u \y y / ' 
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probe enim cavendum est, ne Me ullus factor omittatur. At facta substitu- 
tione reperitur 



dy udx __du dx(b + Znx) . ' du ndx dx(c + nx 
V y u a + bx + nxx* c + nxu 



_ dx(na + cc-lc + (6 - 2c)u + uu) 
u(c+n% w) (c + nx w)(a + 6n? + nxx) 

Unde aeqnatio nostra induet lianc formam 



* /du 



u)\u 
quae ergo separabitur ducta in hunc multiplicatorem 

u) 



yy(c 
turn enim prodit 



Quo igitur multiplicatorem quaesitum consequamnr, ibi loco u tantmn opus 
est suum valorem restitnere; turn autem reperitur multiplicator 

a + 1 x + nxx ___ _ _ _______ _ ___ 



qui reducitur ad hanc formam 

n(b 2cjxyy + (na +~cc 



EXEMPLUM 3 

489. Proposita aequatione differentiali 



invenire multiplicatorem, qui earn integrabilem reddat. 
Posuimus supra ( 434) 



u 



y l+xu l+xy 

unde fit 



, 

et 
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Mncque nostra aequatio hanc induit formam 

MM)% udx(l + xx)(l + MM) udu(i. + xx)* _ ~ 

~^ 3 ' 



quae primo multiplicata per (1 + xu~) 3 , turn divisa per 

(1 + xx)*(l + uu) (it + n Y(l + uu)) 
separatur. Quare aequationis nostrae multiplicator erit 



qui primo ob 1 + uu = ^JL.^ bit m 
Nunc ob u === T y est 



ideoque noster multiplicator colligitur 

l 



ita ut per se sit integrabilis haec aequatio 
ndx(i + yy) ]/(i + yy) + (x- 



cuius integration! non iinmoror, cum iam supra integrate exhibuerim. 

EXEMPLUM 4 

490. Aliud exemplum memoratu dignum suppeditat haec aequatio 

JL 
ydx xdy + ax n ydy(x n + V) n = 0. 

Quae si hac forma repraesentetur 

11 - 

xdy ydx + -^x n + l dy ^=-^x n+1 dy + ax n ydy(x n ~}-fy n , 

evenit, ut utrumque integrabile existat, si ducatur in hunc multiplicatorem 



39* 
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ad quern inveniendum ex separatione variabilium adhibeatur haec substitutio 

non adeo obvia 

x 



unde fit # w = lv y , et hinc aequatio 

1 - v n y n u 



abit in hanc 

yydv + v n+i y ni - l dy + alv n y n + l dy _ ~ 

- , 



quae multiplicata per l ^ v y - separatur 

^ r v) 

dv - 



unde idem ille multiplicator colligitur. 

EXEMPLUM 5 

491. Proposita aequatione differentiate 

, . , adx A 
dy + yydx ^r =0 

invenire multiplicatorem, quo ea integrabilis reddatur. 

Secundum 436 ponatur x == y et ob dx = ^ nostra formula erit 
dy ~~- + attdt, in qua porro statuatur y = t tt0, et prodibit 

tt(d# + 0#dt ad), 
quae per tt(&8 a) divisa separatur; ergo et nostra aequatio divisa per 

,,/ v (t~ii}*~~-afi ,4 N9 a 

ttfa a} = yj r, = (1 xyf 

v ' it ^ y ' xx 

fiet integrabilis, ex quo multiplicator erit 

xx 
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et aequatio per se integrabilis 

^ _ ~ 



Spectetur iam x ut constans eritque ex dy natum integrate 

. jr. 

' 



pro quo ut valor ipsius X obtineatur, differentietur denuo ac prodibit 

%xydx dx , , ^ _ x^yy&x 

* * 4 



unde 



quare aequatio integralis completa erit 



T-XT dx , v 1 ^ 

a A = - 773 - ya - = et .A = --- r^! 
* xyy axx xx x 



= ^ 



]/a x(l -xy) x 

SCHOLION 

492. En ergo plures casus aequationum differentialium, pro quibus multi- 
plicatores novimus, ex quorum contemplatione haec insignis investigatio non 
parum adiuvari videtur. Quanquam autem adhuc longe absumus a certa 
methodo pro quovis casu multiplicatores idoneos inveniendi, hinc tamen formas 
aequationum colligere poterimus, ut per datos multiplicatores integrabiles red- 
dantur; quod negotium cum in hac ardua doctrina maximam utilitatem alla- 
turum videatur, in sequente capite aequationes investigabimus, quibus dati 
multiplicatores conveniant; exempla scilicet hie evoluta idoneas multiplicatorum 
formas nobis suppeditant ; quibus nostram investigationem superstruere licebit. 



CAPUT HI 

DB mVESTIGATIONE AEQUATIONUM DIFFEREMALIUM 

QUAE PER MULTIPLICATORES DATAE FORMAE 

INTEGRABILES REDDANTUR 

PEOBLEMA 65 

493. Definire functiones P et Q ipsius x, ut aequatio differentiates 

Pydx + (y + Q)dy = 

per multiplicatorem TTTM~I -\-N > u ^ ^ ^ ^ sun ^ f unc ^ones ipsius x, fiat 
integrabilis. 

SOLUTIO 

Necesse igitur est, ut factoris ipsius dx, qui est j/ >2/ -qrj^- , diflferen- 
tiale ex variabilitate ipsius y natum aequale sit differential! factoris ipsius 
dy, qui est ^TT^^T-^ > dum sola x variabilis sumitur. Horum valorum 
aequalium neglecto denominatore communi aequalitas dat 



- PMf (y + Myy + y y ) - (y 
quae secundum potestates ipsius y ordinata praebet 






My'dQ + NydQ 
y s dM y*dN 

Qy*dM QydN 
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unde singulis potestatibus seorsim ad nihilum perductis nanciscimur primo 
NdQ QdN= seu ^= -%, ex cuius integratione sequitur N=aQ. Turn 
binae reliquae conditiones sunt 



dQ 
et 

H. PMdx + MdQ adQ QdM^O, 

unde I'M II -2 suppeditat 

M d Q M d M -\- 2 ad Q + 2 QdM = 

seu 



quae per (2 a Mf divisa et integrata dat 

Q _ C MdM __ f dM r dM 

J (2- Jtf) 3 ~ J (2 - Jf) 2 + J (2 - 



(2 a - 
seu 

Q 



_____ __ _ 

(2 a - M)* ~ 2- jf (2 a --M)" 

Erit ergo 



hincque 

a M) 



sicque pro If functionem quamcunque ipsius x sumere licet. Capiatur ergo 
M=2a X; erit 



atque 

2V=a 

Quocirca pro hac aequatione 

(3yXdX + dy(a X + @XX + y) = 
habemus hunc multiplicatorem 



quo ea integrabilis redditur. 
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COBOLLAKIUM 1 
494. Tribuatur aequationi haec forma 



eritque 



ergo /? = jB2?> unde multiplicator fiet 



COBOLLABIUM 2 

495. Si Me sumafrur V=a-{-x, obtinebitur aequatio similis illi, quam 
supra 488 integraviruus, et multiplicator quoque cum eo, quern ibi dedimus, 
convenit. Hie autem multiplicator commodius hac forma exhibetur 



COEOLLAEIUM 3 
496. Si ponamus y -\- A = g, nostra aequatio erit 

de(g + B V+ CVr) C(g A) Vd F= 0, 
cui convenit multiplicator 



ita ut per se integrabilis sit haec aequatio 



d*(* + BV+ OFF) - 0(g A) Vd V _ 



SCHOLION 

497. Quemadmodum Me aequationis Pydx + (y + Q}dy = multiplica- 
torem assumsimus aaa yy + ^fy^, j y> it a generalius eius loco sumere poterimus 
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> Ut 



yy + My + N 



___ Q 



per se debeat esse integrabilis, qua comparata cum forma Bdx + Sdy = 0, 

ut sit Q=(S' habebimus 

(n - 



sive ordinata aequatione 

+(n l)PMy n dx 



My n dQ Ny n ~ l dQ 

'0, 



+ Qy n dM 

unde singulis membris ad nihilum reductis fit 

I. (n 2}Pdx = dQ dM, 
II. ( 1) MPdx = MdQ QdM dN, 
III. nNPdx = NdQ QdN. 



Sit Pdx =dV eritque ex prima Q = -4 + Jf + (n 2) F, quo valore in se- 
cunda substitute prodit 



et tertia fit 

2Nd F+ (n 2) VdN + MdN NdM + .4rf2V 0, 

unde eliminando d V reperitur 

( <f\ F I A MMdN ~ MNdM- 2NdN 
( )Y-[-A 2NdM-MdN 

Verum si bine vellemus F elidere, in aequationem differentio-differentialem 
illaberemur. Casus tamen, quo n = 2, expediri potest. 
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EXEMPLUM 

498. Sit in evolutions Jiuius casus n = 2, ut per se integrdbilis esse debeat 
Jiaec aeguatio 



yy + My + N 
Ac primo esse oportet Q = A + M, turn vero 

2ANdM A MdN M(MdN-NdM] - 2NdN, 



quam ergo aequationem integrare debenms; quae cum in nulla iam tracta- 
tarum contineatur, videndum est, quomodo tractabilior reddi qneat. 
Ponatur ergo M = Nu, ut fiat 



et 

hinc 

2ANNdu + ANudN-+ N*udu + 2NdN= 

sive 

AudN 



statuatur porro j^ = v sen JV=~; habebitur 

2dv Audv + 2Avdu + udu = 

sen 

udu 



7 

ft ft] , 

V 



^^______ _______ . __________ 

2+Au 2+Au' 



ubi varibilis v unicam habet dimensionem, et hanc ob rem patet hanc aequa- 
tionem integrabilem reddi, si dividatur per (2 + Auf, prodibitque 



r 
J 



udu l-\-Au 



(2 -f Au) s (2 + Au) s 

ideoque 



AA 
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Sumta ergo pro u. functione quacunque ipsius x erit 
atque 



AA , T.-. AAu 

et Jkf = 



lam ex tertia aequatione adipiscimur 

sen 



. 

at 

C(2 + Au} 2 -L , , Q ~ n j /0 , A N 

^ = -^ A -- , unde d.-^ = 2 Cdu(2 + Au), 

ideoque 



Quocirca aequatio nostra per se integrabilis est 



quae posito Au + 2 = induet hanc formam 



Hinc autem posito 



inveninms 

ayxydx + ydy(a + /J# + y^o;) ady(a yxx) 



COEOLLAEIUM 1 

499. Hoc igitur modo integrari potest haec aequatio 

ayxydx + ydy(a + /?^ + y^ ady(a ^^o?) = 0, 



quae quomodo ad separationem reduci debeat, non statim patet. Est autem 
multiplicator idoneus 

y , 

a(2 + ftx)y + a s 

40* 
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COKOLLAEIUM 2 

500. Hie multiplicator etiam hoc modo exprimi potest, ut eius denomi- 
nator in factores resolvatur 



COEOLLAEroM 3 
501. Si ergo ponamus 

( + fix + yxx)y a(a + -{3x) = as, 
erit multiplicator 



ob y = Lg aequatio nostra erit 

^ a -|- pic + yico; ^*- 

yxydx + dy(8 + j-flx + yxx) = 0. 



At est 

(a + fix + yxx) , 



hoc autem valore substitute prodit aequatio nimis complicata. 

PEOBLEMA 66 

502. Invenire aeguatwnem differentialem huius formae 



in qua P, Q et R sint functiones ipsius x, ut ea integrdbilis evadat per Jiunc 

m 

multipUcatorem - -, ubi S est etiam functio ipsius x. 



SOLUTIO 

Q *.m 

per ^ 

(1 + Sy) (1 



7n4-lT> Q *.m + 1 I ry ..m 

Quia dx per - - et dy per ^ - ^ multiplicatur, oportet sit 



(m 
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qua eyoluta aequatione erit 



. n)PSy m+1 dx 8y m+z dQ 



' 



et 



Mnc fit 
ideoque 
quibus in membro medio substitutis fit 



n et dQ^ 



m 



SdR nAS^dS SdB + n EdS = 



sen 



ideoque 



quae per S m+1 divisa et integrata praebet 

R -r, (m- 



Ponamus A = (m + 2 n) C, ut sit 

Q = ( m + 2 - n}CS n et 
ideoque 



(n 



Quocirca habebimus hanc aequationem 

+ dy((m + 2 - 



quae multiplicata per ^ - fit integrabilis, ubi pro 8 functionem quam- 
cunque ipsius % capere licet. 
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COROLLAEIUM 1 
503. Integrari ergo poterit haec aequatio 

ByS m dS + BS m+1 dy + ( !)Cy8-'d8+ (m 



quae sponte resolvitur in has duas partes 

BS m (ydS + Sdy) + C8'((n l)yd8 + (m + l)Sdy + (m + 2-) S*ydy) 0, 

quarum utraque seorsim per * ^ multiplicata fit integrabilis. 

COEOLLARIUM 2 

504. Prior pars BS m (ydS+ Sdy} integrabilis redditur per hunc multipli- 
catorem t y:8y; est enim haec formula B(ydS+ Sdy}y :Sy per se integra- 
bilis. Unde pro hac parte maltiplicator erit 8*- m y l (l + Syf, qui utique 
continet assumtum ^ ;, si quidem capiatur A = m et p = n. Est vero 

(1 + Sy) 



posito Sy = v. 

COKOLLAEIUM 3 
5Q5. Pro altera parte, quae posito 8=^- abit in 

^.(_ ( _ l),<^ + (m + l)i;dy + (m + 2 
habebimus 



( n _l)Cf y /, (m + 
^ V ( 
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Ideoque haec altera pars ita repraesentabitur 

TO-FW 



y- 1 8 
Multiplicator ergo hanc partem integrabilem reddens erit in genere 



COEOLLARIUM 4 
506. Pro altera ergo parte multiplicator erit - y ^ (ffl+1)y quo haec 



pars fit 






cuius integrale est ^^L-^ posito Z==^~ -^ 

y-^flf 

COEOLLAKIUM 5 

507. lam multiplicator pro prima parte S l ~" m y 1 (\. + Sy) 1 " congruens red- 

cletur cum multiplicatore alterius partis modo exhibito, si sumatur vl = m 

t/ m 
et /x = n, unde resultat multiplicator communis - -, hincque posito 

(1 -f- Sy) 

, 

Sy = v et 

nostrae aequationis integrale erit 

v m dv i i n 



- 

sive 



SCHOLION 

508. Aequatio ergo, quam hoc problemate integrare didicimus, per prin- 
cipia iam supra stabilita tractari potest, dum pro binis eius partibus seorsim 
multiplicatores quaeruntur iique inter se congruences redduntur, cuius 
method! hie insignem usum declaravimus. 
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<u m 

Possemus etiam multiplicatori hanc formam dare , ita ut 

-- - J- 

haec aequatio ' 



per se debeat esse integrabilis, et calculo ut ante institute inveniemus 

(m+l}Py m dx 



Sy m+1 dR 
nEy m+l dS+ 



=0, 



unde ex ultimo membro TdQ + nQdT=*Q concludimus Q=~AT n et ex 
primo P<## = ~^T, qui valor es in binis mediis substituti praebent 



m 



quarum ilia fit integrabilis per se ? si m = 2, haec vero integrari potest, si 
m = % n i gJ3 enim 



EdT + AT n ^(TdS SdT] = 

seu 

nEdT-TdE A(TdS-SdT} _ n 
" 

cuius integrate est 



Mncque B=*BT n -\-nAT n ~ l S. Praeterea vero notari meretur casus m = 1, 
quern cum illis in subiunctis exemplis evolvamus. 

EXEMPLUM 1 

509. Definire hanc aequationem yPdx + ((?/ + B}dy == ; ut multiplicata per 

^ 

fiat per se integrabilis. 
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Ob w = 1 habemus statim dR = ideoque B = C; turn est ut ante 
Q=.AT* et clQ = nAT n ~ l dT, unde binae reliquae determinationes erunt 



PSdx AI n ~ l dT + CdS = 0, 
2PTdx AST"- 1 dT-{- AT n dS + GdT= 0; 

hinc eliminando Pdx prodit 



Statuatur hie SS= TV, ut fiat 

dT TSdv 



__ = -, 
eritque 



-2ATdT- AT^dv + GTdv J T =Q 
seu hoc modo 



rp 1 _ / w 9 

L YV 

cuius prior pars integrabilis redditur per multiplicatorem -^ cp : ^=^, posterior 

T T 

vero per ~-^-<p:v, unde communis multiplicator erit - , hincque 

aequatio elicitur integralis haec 



, ^ r dv 

L. Q I 

sw-4 J / rt , A\n+-l 



(2 -!)(;- 4)* 

unde T definitur per v; turn vero est 

c I/T, T? rv /i ^/m 4. T>^I CdSAT n - l dT 
b=Vlv, JB=C7, Q = AT n et Pdx= - = -- 

/b 

COEOLLAEIUM 1 
510. Casu, quo est w = y, ob i/=Z$ liabetur 

lD seu 4-^1-21 _JLcrz^ ID, 

2 2 v 4 2 v 2 2 ' 
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unde posito v=*kuu et (7=A^4. erit 

I _ ^~_i-^ = Const. 

sen 

Hinc porro 

turn 

atque 

At est 



dT 



T luu 

Ergo 

Pdx = iTT"" ", 

Quocirca pro hac aequatione 

Aydu(l+^n,-~ 21u) _j_ fl y ^ _|_ y ^--^J YE (I uu] ) == 

nmltiplicator erit 

^__ 1 

i + u\ 






COROLLAEIUM 2 
511. Casu ? quo ^ = y, habemus 



= -2 seu = 
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Ponamus v = uu, ut sit T ~; turn fit 



et 

_ Cdu CdT AdT Cdu _ L du(0 + Du + Cuu)(Cu* 3Cu D) 1 

" u "" ~2I ^TT^ ^~ 



unde tarn aequatio quam multiplicator definitur. 

EXEMPLUM 2 

512. Definire aeguationem yPdx + (Qy + K)dy = 0, ^# multiplicata per 
fiat per se integrabilis. 



Ob m = 2 ex superioribus [ 508] habemus 



seu 



qui valor in altera aequatione substitutus praebet 



~s --- 88 

quae in has tres partes distinguatur 
AS 



2TdS 
M -- $s- 

seu 



Statuamus ad abbreviandum 



1) In editione principe haec formula caret expressione F. E. 



41* 
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<n=~- A 4 T nostraque aequatio ita se habebit 

* ***-! ^ ^ 



dr^O seu 



Quas tres partes seorsim consideremus ac prima fit integrabilis multi- 
plicata per ^ y:jp, secnnda vero per ^ (f:q, tertia vero per g>:r. Tit bini 
primi converdant, ponatur 



i 
seu / +1 = 2" +1 r, hinc jp = tf +1 ^ +i = 2~ 4ny " 2 " +1 - Fit er g A + 1 = ^^ et 

= 2^ sicque 

^H" 1 P t a - 2w 
'" ' 



4n 



Multiplicetur ergo aequatio per -^--^- = 2 *-ir nl ) ac prodibit 
A 



seu 



vel 

/2^ il^L o rr "2 T~ 

d. a (1 4r) + jB^ r n dr = . 

A 'M. * \ / 






Multiplicetur per g 2 "-^! 4r) r , ut prodeat 



(1 -4r) + 5g"^" I r^r(l - 4r)' = 



1) Editio princeps loco r n habet r n+1 et in formula sequent! 2~^ET ^ oco sn^TT 
obr em omnes formulae sequentes 512 514 corrigendae erant. In editione tertia (Petropolil824) 
formulae 512 correctae sxmt, non autem formulae 513 et 514. F. E. 
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Fiat ergo 4^ + 4^ + 2 = sen v = n y et ambo membra integrari 
poterunt eritque 



2 "- 1 (1 - 4r)' +1 + Bffdr(l - 4r)* = Const.; 
at est v + 1 = ^ + -i = 2n "" 1 sicque habebitur 



- r - (1 _ 4,) + B- - Const 



Dabitur ergo q per r eritque 8=?=-^, T = , turn 



JS - + ,' Q = AT" et 



COEOLLAEIUM 1 

513. Si sit w = , erit 



seu 

(7 



hincque 



et 

P 



"nfi "~~ S 
seu 



.4(1 -4r)* 

COKOLLAEIUM 2 
514. Ponamus eodem casu r = -r-MM 1 ); erit 



1) Editio princeps: r uu. Ad formulas autem correctas (vide notam p. 324) substitutio 
r== uu magis apta videtur. F. E. 
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hincque 



eritque aequatio yPdx + (Qy + E) dy = integrabilis, si nmltiplicetur per 

-,, 



___ 
yy ~~ yy r V uu(G-Bu) 



EXEMPLUM 3 
515. Definire aequationem yPdx + (Qy + ty&y = 0, g^a^ multiplicata per 

2w-l 

fiat per se integrabilis. 

* 



(l + Sy+TyyT 

Hie est m = 2n 1, Q=*AT n et Pda? = , turn vero ex snperioribus 

[ 508] I? = nAT n ~ i S-}-BT fl ac superest aequatio 



2n 
quae loco jR substitute valore invento abit in 



seu 

(2% 1) ATSdS (n l)ASSdT 2ATdT 



Prius membrum posito SS=u abit in 

(n^jATdu (n \}AudT2ATdT 
seu 

i... _ (^ 
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sive 



vel 



sen 

(2n \}AT* n ~~ l d. l 72 "" 1 (-=- 4J -| ad. -- = 0. 

Ponatur 

SS 



T j) et 

i . 

ut sit T* n ~ l = ^-7, unde 



_ 
Ergo 

(2-i)ui(p-4)d g a^Vg 2 "- 1 , 

2 Vjp(p 4) 2 "- 1 

sive 



^ i __'_ L n 

~ - ~ j - - ~~ \j ^ 

quae integrata praebet 

-2^4 , 



et facto ^ . == w seu w = ~? fiet 

) 4 -L VV 1 



-2. 
g~ 



SCHOLION 



516. Haec fusius non prosequor, quia ista exempla eum in finem potis- 
simum attuli, ut methodus supra tradita aequationes differentiales tractandi 
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exerceretur; in Ms enim exemplis casus non parum difficiles se obtulerunt, 
quos ita per partes resolvere licuit, ut pro singulis multiplicatores idonei 
quaererentur ex iisque multiplicator communis definiretur; mine igitur alia 
aequationum genera, quae per multiplicatores integrabiles reddi queant, 
investigemus. 



PEOBLEMA 67 

517. Ipsius x functiones P, Q, R, S definire, ut liaec aequatio 



per Jiunc multipUcatorem (yy -^ Ry + S) n integrdbilis reddatur. 

SOLUTIO 
Necesse igitur est sit 



dy ) \ dx J' 

unde colligitur per (yy+ Ry + S} n ~^ dividendo 

P(yy + -By + ) + ^(-Py + ^)(2y + R) 

dx 

seu 

(2n + i)Pyydx + (n + l}PRydx + PSdx 

nyydR-\- 2nQydx + nQEdx = 0. 

nydS 

Hinc ergo concluditur 

^U et (n + l]EdE , ^^ 7 , S^B 



porroque 
ergo 



(n-f 
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quae per R* n+1 multiplicata et integrata dat 



Mncque 
atque 



#= 



pjrj? 



unde aequationem obtinemus 






0, 
quae integrabilis redditur per hunc multiplicatorem 

' __ 

(yy + JSy + j B-B + CR^ 



COEOLLAEIUM 1 

518. Casu, quo =- -, fit dR = et JB = A et reliquae aequa- 
tiones sunt 



=0 et P^da? + nAQdx = 0. 
Ergo 



seu 

/0 , /v , -2SdS , -AdS 



sicque haec aequatio 



integrabilis redditur per hunc multiplicatorem L - 

LEQNHARDI EULEKI Opera omnia In Institutiones calculi integralis 42 
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COROLLAKITJM 2 
519. Si hie ponamus A = 2a et S=x, haec aequatio 



per se est integrabilis, unde integrale inveniri potest hums aequationis 



quae divisa per (x aa)V(yy + 2ay + x) fit integrabilis. 

CORQLLAEIUM 3 
520. Ad integrale inveniendum sumatur primo x constans et partis 



integrale est 

' 2V(yy + 2ay + x) + 2al(a + y V(yy + 2ay 
cuius differentiate sumto y constante 

dx 



, 

------ 1_ 



si alteri aequationis parti 

(ay + x)dx 



(x a a) Y(yy + 2ay + x) 



aequetur, reperitur dX=^ et X= al(aa x). Ex quo integrale com- 
pletum erit 

V(yy + 2ay + ,) + at ^^M^^ - C. 

y(aa-x) 

COEOLLAEIUM 4 

521. Memoratu dignus est etiam casus n = 1, qui scripto a loco 
(7+-j praebet hanc aequationem (y + alfydR + ydy == 0, quae divisa per 
yy + jB^/ + aRU fit integrabilis; haec autem aequatio est homogenea. 
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SCHOLION 

522. Potest etiam aequationis (Py+Q)dx + ydy multiplicator statui 
fierique debet 



Y\ 

/ 
unde reperitur 

Pda?(y +. E)(y + 5) + roda;(Py + ^)(y + ^) + dlaj(p y + Q}( y + 5) 

=> y (y + S}dE + ny(y + E}dS, 
quae evolvitur in 



unde colligitur 

et 
w- 

hincque 



+ ( + !)PEydx 

myydE + (m + 1) PSydx + m 

nyydS + (m + n)Qydx + nQEdx 

mSydE 

nEydS 



= 0, 



seu 

n(m + l)SdSmnSdE 



_ 
mS + nR ~ ) 

quae reducitur ad hanc formam 

( + l)EEdE + (w n l}ESdE mSSdE 
+ (i + 1)5^5 + ( m l)E8dS nEEdS=0; 

quae cum sit homogenea, dividatur per 



42* 
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sen per 

(E - S}\(n + 1)JB + (m +-1)S), 

ut flat integraMlis. 

At ipsa ilia aequatio per E S divisa erit 

( + !}RdR + mSdR nRdS (m + \)8dS = 0. 
Dividatur per (JZ S) ((* + !) -B + (* + !) 5) et resolvatur in fraction.es partiales 

dE /OT + ft + l j 

V JS-^ + w 



sen 

(n + n + l)(dJB-<?5) , 

B-8 h 

unde integrando obtinemus 

(R S) m+n+1 ((n + 1) JB + (m + 
Sit R S=u; erit 



hincque 
turn vero 
et 



COEOLLAEIUM 1 
523. Hinc ergo integrari potest ista aequatio 

j i j 
9*9 + 9* 



, (m n)a (m + l)(n + l)uu\ 

+ w + n+w^* m + n + 2" 1 / 
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quippe quae per se fit integrabilis, si multiplicetur per 

L 4- a _ ' 
V ~w w ++ l 



COEOLLAEIUM 2 
524. Sit m = n et aequatio nostra erit 

2naydu . aadu 1 



cuius multiplicator est + ~-^_ ) 2 _ i^^. Quare si ponamus 

aequatio prodit 

adz azdu 1 



_ __ _ _ 

quae integrabilis fit multiplicata per (sz ^uu)*. Vel ponatur z = y et 
a = &; erit 



et multiplicator 



^-*S?3i + 3 



COEOLLAEIUM 3 

525. Si m = w , prodit haec aequatio 



g , 

U' 4 

quae integrabilis reclditur multiplicata per 



aadu , 1 / -N 7 nadu ^ 

( nn l)udu -- = 0, 



Posito autem T/ -j- ^ = # prodit haec aequatio 



7 , / IN 7 , ~ 

^^cZ^ + -r-fnn Ijwaw ---- \~ ---------------- = 0, 

1 4 v ' u uu 



quam integrabilem reddit hie multiplicator 
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COROLLAEIUM 4 
526. Ponamus hie = uv et habebitur ista aequatio 

uuvdv + uduiw nv-\-~(nn 1)J == adv] 



quae si multiplicetur per ~^7y ? utrumque membrum fiet integrabile. 
Posito enim 



oritnr 



(l_ fi )i -r 2(1 - 
cuius integrale est 



s n+1 uu r s n ds 



SCHOLION 

527. Quo nostram aequationein in genere concinniorem reddamus^ pona- 

mus w = A 1 + ^ et w = A 1 ^ 7 ut sit m + ^ + 2 = 2A, fietque 
aequatio 

ydy - ydu - 2 (A + l)aw" + d ~ - f ^^ 2 " + ^*) = 0, 



quae per hunc multiplicatorem integrabilis redditur 

(y + $w 2;l+1 n * } (ij 4~ aw 2;i+1 ^ t i 

\ 9 3 / \*/i 05 

Ponatur j/ + a^ 2;i+1 = ^,2? et orietur haec aequatio 

u0d# au^+^dz + du\00 ~#-}- ^^ J = 0, 
cui respondet multiplicator 

-/-^-l 
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Beperitur autem integrate 



quod ergo convenit huic aequationi differential! 



PEOBLEMA 68 

528. Ipsius x functiones P, Q, R et X definire, ut haec aequatio 

dy + yydx + Xdx = 
integrabilis reddatur per hunc multiplicatorem 



Debet ergo esse 



Qy + -R 
SOLUTIO 



d 

vv 



dy 'Pyy+Qy + E dx 'Pyy+Qy + E 
liincque 



- 

ergo fieri debet 

a? + 



Quare habetur 

,, dP dR 



-- _^^ _ 

L dx Xdx dP 

Sumto ergo dx constante est d Q = ^~ , unde fieri oportet 

ddP A 
- = sen 
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cuius integratio praebet 

hinc 

, 



Ponamus P = SS, ut ^ sit functio quaecunque ipsius x, obtinebimusque 

C dS* ddS 



_ _ = ^ 

quibus sumtis valoribus per se integrabilis erit haec aequatio 

dy + yydx + Xdx 



SOHOLION 

529. Haec solutio commodius institui poterit, si multiplication tribuatur 
haec forma 2J , ut fieri debeat 



i P 

dx ' 



unde oritur 

ZPQyydx + ZPIkydx ZPQXdx 1 

yydP 2PXydx EdP 
2QydP+ PdE 

+ 



-0, 



ubi ex singulis commode definitur ^, scilicet 
== 2 Qdx = 



= 



Hinc colligitur 2^(E + JC)^==(^JB, unde mmc ipsum elementum dx definiamus 

va l re substitute adipiscimur 



QdB _ (B-X)dR 
seu 
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unde colligimus 



nine 



ideoque P = JL V(Q Q R). 

Fiat QQ jR = $ ac reperietur 



d ZQdQ-dK dP 2QdQ-dE 

X) atqU6 IT- l(QQ-B) 



atque P= J 4"(/ / 8 r . Quocirca habebimus hanc aequationem 



quae integrabilis redditur per hunc multiplicatorem 

.__V*L' 



yy + 2 Q+ ^Q~ 8 (y +Q^- S ' 
Ad eius integrate inveniendum sumantur Q et 8 constantes prodibitque 



existenfce F certa functione ipsius 5 vel Q. lam differentietur haec forma 
sumta y constante proditque 



___ ............ ^_ . _ i d v 

(y + Q)*-S ^ 
ideoque 

d v = yy 



Ex quo aequationis nostrae integrale est 

i r ds ^ c 

J S 



2 y+ 
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COROLLAEIUM 1 
530. Singularis est casus, quo E=QQ; fit enim 

o/ QQdx-Xdx + dQ 2dQ-2Xdx 

- - 



= = - ^ 

un.de has duas aequationes elicimus 

QQdx + Xdx dQ~Q et 
quae cum inter se conveniant, erit 

et 



COROLLAEIUM 2 
531. Sumto ergo Q negative, ut habeamus hanc aequationem 

dy + yydx dQ 



g- 

haec integrabilis redditur per hunc multiplicatorem - - Et integrale erit 

F= Const., 



y-Q 

ubi F est functio ipsius x, ad quam definiendam differentietur sumta y 
ponstante 



i --sd. . 

~ i j -- g, *s | 

- 



~~~ i -- , * - '- ............ r ...... rr -- 

(y-QY y-Q (y-QY 

unde fit 

V 
ita ut integrale sit 



---^ . 

y-Q 

COEOLLARIUM 3 

532. Proposita ergo aequatione dy + yydx + Xdx = si eius integrale 
particulare quoddam constet y = Q, ut sit d Q + Q Qdx + Xdx = ideoque 
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dy -\-yydx dQ QQdx = 0, multiplicator pro ea erit . ^^e~^ Qdx et inte- 
grals completion 



^ 
y-Q 

SCHOLION 
533. Aequatio autem in praecedente scholio [ 529] inventa 



non multum habet in recessu; posito enim y + Q = & prodit 



in qua ut bini priores termini in unum contrahantur, ponatur $ = vys re- 
perieturque 



--0 seu 
4(9 

quae cum sit separata, integrale erit 



2 1 1; 

ubi est v = ~i- - 
V5 

Aequatio autem in ipsa solutione [ 528] inventa 



ubi 8 est functio quaecunque^ ipsius x et ^^ = ^-^> magis ardua videtur, 
dum per se fit integrabilis, si dividatur per 

SSydS . d&~. C ( a dS\* . C 
_- 



At sumto x constante integrale reperitur 



1 A , SSydx SdS , Tr ,, , 
^Arc.tang. ^ - + F= Const, 

43* 
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nune ergo ad functionem V inveniendam sumatur differentiate posita y con- 
stante, quod est 



et aequari debet alter! parti 



Ergo 



Quocirca integrale completum est 

1 A , SSydx-SdS , fdx ^ 
Arc. tang. ^ 1- i = D. 

Quodsi sumamus S=x, hums aequationis [ 491] 

+ ^? = o 



integrale completum est 

1 * , xxu x 1 



A , xxu x 1 ^ 
-7- Arc. tang. ..... y . ...... ----------- = D. 

yc b yc x 



Sin autem sit S=x n , ob -gf naf 1 " 1 et d. -^ - = w(w l)o; w - s da? iutegrari 
poterit haec aequatio 



7 , 7 , ~ 

dy + yydx + -^ - J ^^ J = 0; 

integrale eniin erit 



A j. x n y-~ nx 2n ~ 1 1 ^ 

Arc. tang. ^~~~ 7 - - ...... - -- = D. 

b -- 1 



Supra autem [ 436] invenimus hanc aequatioriem 

dy + yydx'--+- Cx m clx = 
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ad separationem reduci posse, quoties faerit ^ = 
functionem $ assignare licebit, ut fiat 



^I ; iisdem ergo casibus 



_ 
S 4 * Sdx* 



quod cum ad aequationes differentiales secundi gradus pertineat, Me non at- 

tingemus. 



PROBLEM A 69 

534 Deftmre functiones P et Q ambarum varidbilium % et y, ut aequatio 
differentiates Pdx + Qdy = divisa per Px + Qy fiat per se integralilis. 



Cum formula 
habeamus ^ 



SOLUTIO 
deb eat esse integrabilis, statuamus Q = PR, ut 

J. x -f- tyy 

9 sitque dR=*MdK + Ndy. Quare fieri oportet 



unde nanciscimur 



sen 






jL 

dy ( 



1 d-~* 

j Uj 

ax 



E JV.v Hx 



; Mnc fit 



yy 

quae formula cum debeat esse integrabilis, necesse est sit My functio ipsius 
-, quia y**2^*li = d. 9 atque ex hac integratione prodit JJ = funct. ~ seu, 
quod eodem redit, jR erit functio nullius dimensioms ipsarum x et y. Quocirca 
cum ^ = JB^ manifestum. est liuic condition! satisfieri, si P et Q fuerint 
functiones homogeneae eiusdem dirnensionum numeri ipsarum x et y] hoc ergo 
modo eandem integrationem aequationum homogenearuni sumus assecuti, quam 
in capite superior! [ 477] docuinms. 
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COKOLLAKIUM 1 



535. Cum igitur - 1 sit integrabile, si fuerit R f-- seu 



l~f : * erit etiam haec formula 

u ' u ' 

dt , < 



integrabilis, quae ita repraesentari potest 

dt.du f f rdt rdu 

-T + IT^^JI J u 



ubi littera /" denotat functionem quamcunque quantitatis suffixae. 



COEOLLAEIUM 2 
536. Ponatiar ^ et = ^| atque haec formula 

t JL U JL A 



erit per se integrabilis. Quare posito 

X dx Cdy 



haec formula -TRIT er ^ P er se integrabilis, qiiaecunque functio sit X 
ipsius x et T ipsius y. 

COROLLAEIUM 3 

537. Quare si quaerantur functiones P et Q, ut haec aequatio Pdx+ Qdy=0 
fiat integrabilis, si dividatur per PX + Q T existente X functione quacunque 
ipsius a; et r ipsius y, debet esse 
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COROLLARIUM 4 

538. Quare si signa cp et t// functiones qnascunque indicent fueritque 

, V Cdx 



haec aequatio Pdx+ Qdy^O integrabilis reddetur, si dividatur per PX+ QY. 

SCHOLION 

539. Hinc ergo innumerabiles aequationes proferri possunt, quas integrare 
licebit, etiamsi alioquin difficillime pateat, quomodo eae ad separationem varia- 
bilium reduci queant. Verum haec investigatio proprie ad librum secundmn 
Calculi Integralis est referenda, cuius iam egregia specimina Me habentur; 
definivimus enim functionem E binarum variabilmm x et y ex certa conditions 
inter M et N proposita, scilicet M x + Ny sen x (J|) + y (^) = 0, hoc 
est ex certa differentialium conditione. L ) 

1) Notandura est magnam partem eorum, qnae in Cap. II et in continentur, inveniri in 
L. EULERI Commentatione 269 (indicis ENBSTROEMIANI) : De integratione aeguationum differentialium^ 
Novi comment, acad. sc. Petrop. 8 (1760/1), 1763, p. 3; LEONHARDI EULERI Opera owmia, 
series I, vol. 22. P. E. 



CAPUT IV 

DE INTEGEATIONB PARTICULARI 

AEQUATIONUM DIFFERENTIALIUM 

DEFINITIO 

540. Integrale particulare aequationis differentialis est relatio variabilium 
aequationi satis faciens, quae nullam novam quantitatem constantem in se com- 
plectitur* Opponitur ergo integrali completo, quod constantem in differentiali 
non contentam involvit, in quo tamen contineatur necesse est. 

COEOLLAKIUM 1 

541. Cognito ergo integrali completo ex eo innumerabilia integralia 
particularia exhiberi possunt, prout constanti illi arbitrariae alii atque alii 
valores determinati tribuuntnr. 

COEOLLAEIUM 2 

542. Proposita ergo aequatione differentiali inter variabiles x et y omnes 
functiones ipsius x, quae loco y substitutae aequationi satisfaciunt, dabunt 

particularia, nisi forte sint completa. 



COEOLLAEIUM 3 

543. Cum omnis aequatio differentialis ad hanc formam ~~ = y revocetur 
existente V functione quacunque ipsarum x et y, si eiusmodi constet relatio 
inter a? et y, unde pro ^| et V resultent valores aequales, ea pro integral! 
particulari erit habenda. 
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SCHOLIOlsr 1 

544. Interdum facile est integrale particulare quasi diyinatione colligere; 
veluti si proposita sit haec aequatio 

aady -f yydx = aadx + xydx. 

Statim liquet ei satisfieri ponendo y = x\ qnae relatio cum non solum nullam 
novam constantem, sed ne earn quidem a, quae in ipsa aequatione differentiali 
continetur, implicet, utique est integrale particulare; unde nihil pro integral! 
complete colligere licet. 

Saepenumero quidem cognitio integralis particularis ad inventionem 
completi viam patefacit, quemadmodurn in hoc ipso exemplo usu venit; in 
quo si statuamus y = x + z, fit 

aadx + aadz + xxdx + 2x0dx + gzdx = aadx + xxdx + xzdx 
seu 

aadz + xzdx -f zzdx = 0, 



fxdx 

quae aequatio posito # = ?^ abitinhanc dv x -^^ = dx, quae per e ~**" 
multiplicata fit integrabilis et dat 



seu v 



quod ergo est maxime transcendens, cum tamen simplicissimum illud parti- 

~ xx 
culare involvat; scilicet si constans integratione Ce 2aa dx invecta sumatur in- 

finita, fit v = cv> et = 0, unde y = x. 

Interdum autem integrale particulare parum iuvat ad completum in- 
vestigandum, veluti si habeatur haec aequatio 



*dx = a*dx -f x*dx, 
cui manifesto satisfacit y = x\ posito autem y == x + ^ prodit 

a*dz + Sxxzdx + 3x0#dx + ^^x = 0, 
cuius resolutio fraud facilior videtur quam illius. 

LEONHARBI EULERI Opera omnia In Institutiones calculi integralis 
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SCHOLION 2 

545. In his exemplis integrale particulare statim in oculos incurrit; 
dantnr autem casus, quibus difflcilins perspicitur; -et quanquam raro 
inde via pateat ad integrale completum perveniendi, tamen saepenumero 
plurimum interest integrale particulare nosse, cum eo nonnunquam totum 
negotium confici possit. lam enim animadvertimus in omnibus problematibus, 
quorum solutio ad aequationem differentialem perducitur, constantem arbi- 
trariam per integrationem invectam ex ipsis conditionibus cuique problemati 
adiunctis determinari, ita ut semper integrali tantum particulari sit opus; 
quare si eveniat, ut hoc ipsum integrale particulare cognosci possit sine 
subsidio completi, solutio problematis exhiberi poterit, etiamsi integratio 
aequationis differentialis non sit in potestate. Quibus ergo casibus sine 
integratione vera solutio inveniri est censenda, propterea quod proprie 
loquendo nulla aequatio differentialis integrari existimatur, nisi eius integrale 
completum assignetur. Quocirca utile erit eos casus perpendere, quibus 
integrale particulare exhibere licet. 

SCHOLION 3 

546. Maximi autem est momenti hie animadvertisse non omnes valores 
aequationi cuipiam differentiali satisfacientes pro eius integrali particulari 
haberi posse. Yeluti si habeatur haec aequatio 

7 dx dx -,// \ 

d y = ^ ^ seu T~ = *(* ~ x )> 

Y(a-a>) dy 

posito x = a fit tarn Y(a x) = quam ^ == 0, ita ut aequatio x = a illi 
differentiali satisfaciat, cum tamen nequaquam eius sit integrale particulare. 
Integrale namque completum est 

y=*C 2Y(a x) seu a x = |((7- y}\ 

unde, quicunque valor constant! C tribuatur, nunquam sequitur a x = 0. 
Simili modo huic aequationi 



x dx +- 
Y(xx + yy ad) 
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satisfacit haec aequatio finita xx + yy = a a, quae tamen inter integralia 
particularia admitti nequit, propterea quod in integral! complete 

y = (7+ Y(xx + yy ad) 
neutiquam continetur. 

Quare ad integrale particulare non sufficit, ut eo aequationi differential! 
satisfiat, sed insuper hanc conditionem adiungi oportet, nt in integral! com- 
pleto contineatur; ex quo investigatio integralium parti cularium maxime est 
lubrica, nisi simul integrale completum innotescat; hoc autem cognito super- 
vacuum esset methodo peculiar! in integralia particularia inquirere. Turn 
enim potissimum iuvat ad investigationem integralium particularium con- 
fugere, quando integrale completum elicere non licet. Quo igitur Mnc 
fructum percipere queamus, criteria tradi conveniet, ex quibus valores, qui 
aequationi cuipiam differentiali satisfaciunt, diiudicare liceat, utrum sint inte- 
gralia particularia necne. Etiamsi scilicet omnia integralia sint eiusmodi 
valores, qui aequationi differential! satisfaciant, tamen non vicissim omnes 
valores, qui satisfaciunt, sunt integralia. Quod cum parum adhuc sit animad- 
versum ; operam dabo, ut hoc argumentum dilucide evolvam. 



PROBLBMA 70 

547. Si in aequatione differentiali dy = -~ functio Q evanescat- posito 
x = a, determinare, quibus casibus haec aequatio x == a sit integrale particulare 
aequationis differential propositae. 

SOLUTIO 

Cum sit Q = ~, posito x = a fit tam Q = quam -~ = 0, unde hie 
valor x = a aequationi differentiali propositae dy = -~ utique satisfacit; neque 
tamen hinc sequitur eum esse integrale. Hoc solum scilicet non sufficit, sed 
insuper requiritur, ut aequatio x = a in integral! complete contineatur, si 
quidem constanti per integrationem invectae certus quidam valor tribuatur. 
Ponamus ergo P esse integrale formulae -^, ut integrale completum sit 
2/=(7+P; cui aequationi ponendo x = a satisfieri nequit, nisi posito x = a 
fiat P=cv>; turn enim sumta constante C pariter infinita positione x = a 
quantitas y manet indeterminata, ideoque si posito x = a fiat P=co, turn 

44* 
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demum aequatio x=*a pro integral! particular! erit habenda. En ergo cri- 
terium, ex quo dignoscere licet, utrum valor x = a aequationi differential! 
d y== d Jt satisfaciens simul sit eius integrale particular necne; scilicet turn 
demum erit integrale, si posito x = a non solum flat = 0, sed etiam mie- 
grale P=/^ abeat in infinitum. 

Quod quo clarius exponamus, quoniam posito x = a fit = 0, ponamus 
(^ _ ^"js denotante n numerum quemcunque positivum, et cum aequatio 



Q-(a 

dx dx 



induere queat hanc formam 

. pdx , ydx , , Sdx 

""''' 



ratio illius infiniti P pendebit a termino'/^; qui si posito x = a evadat 
infinitus, etiam integrale P=/-| erit infinitum, utcunque se babeant reliqua 
membra. At est /p^-_ _? ^ quae espressio fit infinita posito 

*/ (a X) (n i) (u &) 

x = a, dummodo n 1 sit numerus positivus vel etiam n = 1. Quare dum- 
modo exponens n non sit unitate minor posito Q = (a x) n R, aequatio x = a 
pro integral! particular! erit habenda. 

COEOLLA.RIUM 1 

548. Quoties ergo posito Q = (a x) n E exponens n est unitate minor, 
aequationi dy = -| non convenit integrale particulare x = a, etiamsi hoc 
modo aequationi differential! satisfiat. 

COROLLARIUM 2 

549. Si exponens n est unitate minor, formula - fit infinita posito x = a, 

.. dx 

unde novum criterium adipiscimur. Scilicet proposita aequatione ay = -Q si 
posito -a; a fiat quidem Q*=Q, at f| = ^> turn valor x = a non est inte- 
grale particulare illius aequationis. 



396-397] DE INTEGEATIONE PARTICULAR! AEQUATIONUM DIFEEE.ENTIALIUM 349 

COROLLABIUM 3 

550. His igitur casibus exclusis aequationis cly = ~ y ubi posito x = a fit 
Q = o ? integrale particulare semper erit x = a, nisi eodem casu x = a fiat 
U = oo; hoc est, quoties valor formulae -* fuerit vel finitus vel evanescat. 

SCHOLION 1 

551. Haec conclusio inversioni propositionum hypotheticarum innixa 
licet videri queat suspecta ac regulis Logicae adversa, verum to turn ratio- 
cinium regulis apprime est consentaneum, cum a sublatione consequentis ad 
sublationem antecedentis concludat. Quoties enim posito Q = (a x) n E ex- 
ponens n est unitate minor, toties || fit = co posito x = a. Quare si posito 
x = a non fiat ^ = oo ideoque eius yalor yel finitus vel evanescat, turn 
certe exponens n non est unitate minor; erit ergo vel maior unitate vel 
ipsi aequalis, utroque autem casu integrale P j - posito x = a fit infinitum 
ideoque aequatio x = a est integrale particulare. Quare si in aequatione dif- 
ferentiali dy = ^ posito x = a fiat Q = 0, examinatur valor ^ pro casu 
x = a\ qui si fuerit vel finitus vel evanescat, aequatio x = a est integrale 
particulare; sin autem is sit infinitus, ea inter integralia locum non habet, 
etiamsi aequationi differentiali satisfiat. Eadem regula quoque locum habet, 
si aequatio differentialis fuerit huiusmodi dy = ^~- seu ^| = ^ a c posito 
x = a fiat Q = Q 9 quaecunque fuerit P functio ipsarum x et y\ quin etiam 
necesse non est, ut Q sit functio solius variabilis #, sed simul alteram y ut- 
cunque implicare potest. 

SOHOLION 2 

552. Demonstratio quidem inde est petita, quod quantitas Q, quae posito 
x = a evanescit, factorem implicet potestatem quampiam ipsius a x, quod 
in functionibus algebraicis est manifestum, Yerum in functionibus transcen- 
dentibus eadem regula locum habet, cum potestate talibus dignitatibus aequi- 

valeant. Veluti si sit 

dx 



ubi Q = lx la = l~ fitque ^ = posito a; a, quaeratur = \ 
formula cum non fiat infinita posito x = a, integrale particulare erit x = a. 
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Quod etiam valet pro aequatione 



Pdx 



dummodo P non fiat =0 posito # = . Sit enim P=*^', erit integrando 
2/= C+l(lx la) et l^ = e y -. Sumta iam constante <7=c\5 fit l-^ = 
ideoque x = a, quod ergo est integrate particulare. Simili modo si sit 



x ' i /~\ w _ 

ubi = e e ideoque posito a? = a fit ^ = 0, quia ^| - e a hincque posito 
= a fit ^ = ~, erit # = a etiam integrale particulare. Sumatur P=e a , ut 

* a y C 

integratio succedat, et quia y=C+al(e a e) Mncque e a =e + e a , 

x 

statuatur <7=co; erit e^ = e ideoque = a, quod ergo manifesto est inte- 
grale particulare. 

EXEMPLUM 1 






553. Proposita aequatione differentiali dy == ^ , m gw /S y evanescat posito 
x==: a, definite casus, guibus aequatio x = a est eius integrale particulare. 

Cum Me sit V$=$, erit dQ = --; ergo ut integrale particulare sit 

2 I/D 

o; = a, necesse est, ut posito -a? a fiat ~-| = 2 ^7 quantitas finita. Hinc 
eodem casu quantitas -^ fieri debet finita, unde, cum S evanescat, etiam 
^ ac proinde ^| evanescere debet. Turn autem posito x = a illius fractionis 

valor est 

ZddS 



quern ergo finitum esse oportet vel =0. 

Quare ut aequatio x == a sit integrale particulare aequationis propositae, 
hae conditiones requiruntur, primo ut posito x = a fiat S = Q, secundo ut 
fiat H = 0, ac tertio ut huius formulae ~j^f valor prodeat vel finitus vel = 0, 
dummodo ne fiat infinite magnus. Si S. sit functio rationalis, haec eo redeunt, 
ut S factorem habeat (a %f vel potestatem altiorem. 
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SCHOLION 

554. Haec resolutio usum habet in motu corporis ad centrum "virium 
attract! dignoscendo, num. in circulo fiat. Si enim distantia corporis a centro 
ponatur = x et vis centripeta huic distantiae conveniens == X, pro tempore t 
talis reperitur aequatio 1 ) 

xdx 



dt 



c*~~2 axx/Xdx) ? 



ubi E est constans per praecedentem integrationem ingressa, cuius valor 
quaeritur, ut hinc aequationi satisfaciat valor a? = a, quo casu corpus in cir- 
culo revolvetur. Hie ergo est S=Exx c 4 2axx >CXdx vel sumi potest 

S=*E 2aCXdx. 

xx J 

Non solum ergo haec quantitas ? sed etiam eius differentiale 

dS ** 

- = ~ dciJL 
ax x* 

evanescere debet posito x = a, neque tamen differentio-differentiale 

tidS _ _ Gtf 4 _ 2adX 
dx* x^ dx 

in infmitirm abire debet. Inde ergo constans a erit valor ipsius x ex hac 
aequatione a%*X = c 4 resultans, qui est radius circuli, in quo corpus revolvi 
poterit, dummodo constans E, a qua celeritas pendet ? ita fuerit comparata, 
ut posito x = a fiat E= ^ + 2aJ Xdx', nisi forte eodem casu expressio 



~- 

dx 

circulo tolleretur; ad quod ostendendum ponamus 



_- - seu saltern liaec ~- fiat infinita. Hoc enim si eveniret, motus in 

x* ' dx dx 



ut 



2"(a x) 



1) L. EULERI Mechmica, 1. 1 601; LEONJTARDI EULERI Ojoera omnia, series II, vol. 1, 
p. 199. F. E. 
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flat infinitum posito x = a, et aequatio a# 3 X = c 4 dabit aa*b = c 4 . Turn 
vero ob 



erit E=^ aal + 2aab = 3aa& nostraque aequatio fit 



(a--- x) 



cui valor a; ===== a certe non convenit tanquam integrale. Fit enim 



cuius factor cum non sit (a #) 2 , sed tantum (a x}\ integrale particulare 
x = a locum habere nequit. 

ESEMPLUM 2 

555. Proposita aequatione differentiali dy = - B ~^- , in qua S evanescat posito 

yS m 

x = a, invenire casus, quibus integrale particulare est x = a. 

Cum fiat $=0 posito x = a, concipere licet S(a 0)*JR eritque de- 
nominator 



unde patet aequationem x = a fore integrale particulare aequationis propo- 
sitae, si fuerit numerus positivus unitate maior sen saltern unitati aequa- 
lis, hoc est, si sit vel A = ~ vel A > , quae diiudicatio, si S sit functio al- 

gebraica, facillime instituitur. Sin autem sit transcendens, ut exponens A in 

n / 
numeris exhiberi nequeat, uti licebit altera regula; scilicet cum sit y 8 m = Q, 

erit 4^= mS , dS -, cuius valor debet esse finitus vel nullus posito x = a, 

dx ndx 3 L 

siquidem integrale sit x = a. Sit igitur quoque necesse est hoc casu quantitas 
~ finita. Quaeratur ergo huius formulae valor casu x = a, qui si prodeat 

dx 

infinite magnus, aequatio x = a non erit integrale, sin autem sit vel finitus 
vel nullus, erit ea certe integrale particulare aequationis propositae. Hie duo 
constituendi sunt casus, prout fuerit vel m>n vel m<n. 
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I. Si m > n, quia posito a? = a fit $ m ~ w = 0, nisi eodem casu fiat ||= oo, 
certe erit a? = a integrate. Sin autem fiat || = co, utrumque evenire potest, 
ut sit integrals et ut non sit. Ad quod dignoscendum ponatur || = T, ut 
nostra formula evadat S m ~ n : T n , cuius tarn numerator quain denominator 
evanescit posito o?==a, ex quo eius valor reducitur ad 



ndx n ddS 



qui si sit vel finitus vel nullus , integrate erit x = a. Simili modo ulterius 
progredi licet distinguendo casus m > n + 1 et m < n + 1. 



II. Si m<n } formula nostra erit ^~ -, cuius valor ut fiat finitus, 

^ 8 m dx n ' 

necesse est, ut sit ^ = 0, ac praeterea, quia numerator ac denominator posito 
x = a evanescit, formulae nostrae valor erit 



quern finitum esse oportet. 

Facillime autem iudicium absolvetur ponendo statim x === a + co; cum enim 
posito x=*a fiat 8=0, hac substitutione quantitas S semper resolvi poterit 
in huiusmodi formam fof + Qco^ + Eco Y + etc., cuius tantum unus terminus 
PCD" infimam potestatem ipsius co complectens spectetur; ac si fuerit vel 
= vel a > ~ , aequatio x = a certe erit integrate particulare. 

SCHOLION 

556. Haec ultima methodus est tutissima ac semper etiam in formulis 
transcendentibus optimo successu adhiberi potest. Scilicet proposita aequa- 
tione dy= P ^, in qua posito x = a fiat $ = neque vero etiam numerator 
P evanescat, statuatur x = a + co et quantitas co spectetur ut infinite parva, 
ut omnes eius potestates prae infima evanescant, atque quantitas Q huius- 
modi formam Eo^ accipiet, ex qua patebit, nisi exponens A unitate fuerit 
minor , aequationem x = a certe fore integrale particulare aequationis pro- 
positae. Veluti si habeamus 

7 dx 

y= 
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cuius denominator evanescit sumto a? = a ob cos.rc = 1, ponamus x = a to; 

erit cos. f = cos. (*-.")-- 1 + ^ <* infinite parvum ' MnC n Stra6 
aequationis denominator net =^, unde concludimus integrale particulare 
utique esse a? a, Non autem foret integrale huius aequationis 

dx 
dy = 



PROBLEMA 71 

557. Proposita aequatione differentiali, in qua varidbiles sunt a se invicem 
separatae, investigate eius integralia particwlwria. 

SOLTJTIO 

Sit proposita haec aeqnatio $ ^-, ia qua X sit functio ipsius * et 
F ipsius y tantnm. Ac primo ponatur X = indeque quaerantur valores 
ipsius , quorum quisque sit a; a, ita ut posito a;==a fiat X = 0; turn 
examinetur valor formulae g posito a? a, qui nisi fiat infinitus, aequationis 
propositae integrale particulare certe erit x = a. Vel ponatur x = ao) 
spectando co ut quantitatem infinite parvam, ac si prodeat X = P<#\ ex- 
ponens 1, nisi sit unitate minor, indicabit integrale a? a; sin autem sit 
unitate minor, aequatio x = a pro integral! non erit habenda. 

Simili modo examinetur alterius partis denominator J; qui si evanescat 
posito 2/ = 6 hocque casu formula ~ non fiat infinita, aequatio y = 1 erit 
integrale particulare; quod ergo etiam evenit, si posito y = l + u> prodeat 
Y= Qof, ubi exponens A unitate non sit minor. 

COKOLLAKIUM 1 

558. Nisi ergo membra aequationis separatae fuerint fractiones, quarum 
denominatores certis casibus evanescant, huiusmodi integralia particularia non 
dantur, nisi forte in tali aequatione Pdx = Qdy factores P et Q certis 
casibus fiant infiniti, qui autem casus ad praecedentem facile reducitur. 
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COROLLAEIUM 2 

559. Veluti si habeatur 

dx tang, -r = ~-^~ , 
& 2 a 6 y 

primo quidem integrale particulare est y = ft, turn vero, quia posito # = a fit 
tang. || = oo, prius membrum ita exhibeatur dx:cot. |^, cuius denominator 
posito x = a co fit cot. ( f~~) = tang. ^ = -^ , ubi cum exponens ipsius 
cu unitate non sit minor, aequatio x = a erit quoque integrale particulare. 

COBOLLAKIUM 3 

560. Hinc ergo interdum pro eadem aequatione duo plurave integralia 
particularia assignari possunt. Veluti pro hac aequatione 

mdx ndy 



a x b y 

integralia particularia sunt a # = et 6 2/ = 0, quae etiam ex integral! 
complete (a x) m ^C(b~y) n consequuntur, illud sumendo <7=0, hoc vero 
sumendo C = oo. 

COEOLLAEIUM 4 
561. Simili modo huius aequationis 

madx nbdy 

aa xx bb yy 

quatuor dantur integralia particularia a + # = 0, a x = 0, &-f^ = 0, 
6 y = 0. Integrale completum vero est 



m -...--.-., geu i^_i_n; 



\b y. 
vel 



unde ilia sponte fluunt. 
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COBOLLABIUM 5 
562. Hinc patet, si fuerit 

Pdx 



integralia particularia fore a + 0, & + # = 0, c + x = 0, si modo ex- 
ponentes a, /?, y non fuerint unitate minores. Quare si Q sit functio ra- 
tionalis ipsius x, proposita aequatione dy=^^ omnes factores ipsius Q 
niMlo aequales positi praebent integralia particularia. 



SCHOLION 1 

563. Hoc etiam pro factoribus imaginariis valet, etiamsi inde parum 
lucri nanciscamur. Si enim proposita sit aequatio 

7 adx 

ay 

u 



ex denoudnatore a a + xx oriuntur integralia particularia 

x = aYl et x = aYl, 

quae ex integral! complete, quod est y = G + Ang. tang. |- , minus sequi vi- 
dentur. Verum posito x = a Y 1 notandum est esse Ang. tang. Y 1 = <^> Y 1 ? 
unde si constant! C similis forma signo contrario alBfecta tribuatur, altera 
quantitas y manet indeterminata, etiamsi ponatur x a]/ 1, quae positio 
propterea pro integral! particular! est habenda. Est enim in genere 



A , v 1 fd 

Ang. tang. uY- 1 - J 



unde posito ^== + 1 vel ^ = 1 prodit ooY 1, quod infinitum in causa 
est, ut integralia assignata locum habeant. 

Quocirca in genere affirmare licet, si fuerit dy = - ~ denominatorque 
Q factorem habeat (a + xf, cuius exponens A unitate non sit minor, semper 
aequationem a + x = fore integrale particulare. Sin autern A sit unitate 
minor, etsi positivus, non erit a -f ^ - integrale particulare, etiamsi posito 
x = a aequationi differential! satisfaciat. 
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SCEOLION 2 

564. Insigne hoc est paradoxon a nemine adhuc 1 ), quantum miM quidem 
constat, observatum, quod aequationi differential! eiusmodi valor satisfacere 
queat, qui taxnen eius non sit integrale; atque adeo vix patet, quomodo haec 
cum solita integralium idea conciliari possint. Quoties enim proposita aequa- 
tione differential! eiusmodi relationem variabilium exhibere licet, quae ibi 
substituta satisfaciat seu aequationem identicam producat, vix cuiquam in 
naentem venit dubitare, an ilia relatio pro integral! saltern particular! sit 
habenda, cum tamen Mnc pro dive sit in errorem delabi. Veluti etiamsi huic 
aequationi 

dyV(aa xx 



satisfaciat haec aequatio finita xx + yy = aa, tamen enormem errorem com- 
mitteremus, si earn pro integral! particulari habere vellemus, propterea quod 
ea in integral! complete y = C Y(aa xx yy) neutiquam continetur. 
Quamobrem etsi omne integrale aequationi differential! satisfacere debet, tamen 
non vicissim concludere licet omnem aequationem finitam, quae satisfaciat, 
eius esse integrale; verum praeterea requiritur, ut ea certa quadam proprie- 
tate sit praedita, cuiusmodi hie exposuimus et qua demum efficitur, ut in 
integral! completo contineatur. Hoc autem minime adversatur verae inte- 
gralium notion!, quam hie stabilivimus, neque huiusmodi dubium unquam in 
integralia per certas regulas inventa cadere potest, sed tantum in eiusmodi 
integralibus, quae divinando quasi sumus assecuti, locum habet. Saepe- 
numero autem, quando integratio non succedit, divinationi plurimum tribui 
solet; turn igitur maxime cavendum est, ne relationem quampiam satisfacientem 
temere pro integral! particulari proferamus. Quod cum iam in aequationibus 
separatis simus assecuti, quomodo in omnibus aequationibus differentialibus 
huiusmodi errores vitari oporteat, sedulo investigemus. 



1) Revera iam BROOK TAYLOR (16851731) hoc observavit in libro Methodus incrementorum 
directa et inversa, Londini 1715, p. 26, et A. C. CLAIRAUT (17131765) aequationes hnius generis 
considerayit in Commentatione Solution de plusieurs problemes, ou il s'agit de trouver des courses 
dont la propriete consiste dans une certaine relation entre leurs 'branches, exprimee par une equation 
donnee, Mem. de l ? acad. d. sc. de Paris 1734 (1736), p. 196, imprimis p. 209. F. E. 
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PKOBLEMA 72 

565. Si quaepiam relatio inter Unas variables satisfaciat aequationi diffe- 
rential^ definire, utrum ea sit integrale particulare necne. 

SOLTJTIO 

Sit Pdx = Qdy aequatio differentialis proposita, ubi P et Q sint func- 
tiones quaecunque ipsarum x et y, cui satisfaciat relatio quaepiam inter x 
et y, ex qua fiat y = X, functioni scilicet cuidam ipsius x, ita ut, si loco y 
ubique scribatur X, revera prodeat Pdx=* Qdy seu ^ = -/)- Quaeritur ergo, 
utrum hie valor y=X pro integral! aequationis propositae haberi possit 
necne. 

Ad hoc diiudicandum ponatur y = X + co fietque -5 h ^ = TY > ubi 

dX P P * 

notetur, si esset w = 0, fore T^ = Q- Quare ob to expressio ^ hac substitu- 
tione reducetur ad -^ una cum quantitate ita per co affecta, ut evanescat 
posito w = 0. In hoc negotio sufficit o> ut particulam infinite parvam spec- 
tasse, cuius ergo potestates altiores prae infima negligere liceat. Ponamus 
igitur hinc fieri 

P_ = dX, 

Q dx^ 



habebiturque ^ = ^^ &w -^ = Sdx. Ex superioribus iam perspicuum est 
turn demum fore y = X integrale particulare seu co = 0, cum exponens A 
fuerit unitati aequalis vel maior; similis enim hie est ratio ac supra, qua 
requiritur, ut integrale J Sdx =J -^ fiat infinitum casu proposito, quo 
o? = 0; hoc autem non evenit, nisi A sit unitati aequalis vel > 1. 

Quodsi ergo aequationi Pdx ===== Qdy seu ^ = ^ satisfaciat valor y = X, 
statuatur y = X + <o spectata particula co infinite parva et investigetur 
hinc forma 

P dX 



ex qua, nisi sit A < 1, concludetur ilium valorem y = X esse integrale parti- 
culare aequationis propositae. 
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SCHOLION 

~n 

566. Cum CD tractetur ut quantitas infinite parva, valor ipsins ^ posito 
y = X + co per differentiationem commodissime inveniri posse videtur. Cum 

T> *P 

enim ^ sit functio ipsarum x et y, statuamus d.-g = M dx + Ndy, et quia 
posito y = X fractio ^ abit in ^ per hypothesin, si loco y scribatur X+co, 
ea i n ^? _|_ jVco transibit, unde ob exponentem ipsius o> unitatem sequeretur 

CL oc 

aequationem y = X semper esse integrale particulare, quod tamen secus eve- 
nire potest. Ex quo patet differentiationem loco substitutionis adhiberi non 
posse; quod quo clarius ostendatur, ponamus esse -g- = V(y X) + ^? unde 



posito y = X+a> manifesto oritur = ~r + Vo>. At differentiatione utentes 
ponendo d. - Mdx + Ndy fiet N= 1 ^ hincque ^ = ^ + Nco, 

Q 2 y (y X) Q ax 

quae expressio ab ilia discrepat. Ilia scilicet aequationem y = X ex inte- 
gralium numero removet, haec vero admittere videtur. Verum et Me notan- 
dum est quantitatem N ipsam potestatem ipsius o) negative involvere, unde 
potestas a) deprimatur. Quare ne hanc rationem spectare opus sit, semper 
praestat vera substitutione uti differentiatione seposita. Hoc observato baud 
difficile erit omnes valores, qui aequationi cuipiam differentiali satisfaciunt, 
diiudicare, utrum sint vera integralia necne. 



EXEMPLUM 1 



567. Gum Mic aequationi dx(l y m ) n = dy(l x m } n manifesto satisfaciat 
x 9 utrum sit eius integrale particulare necne, definire. 

Ponatur y = x-\-(o et spectato co ut quantitate minima est 



y= x m -\- mx m ~~ l a) 
et 



unde aequatio - = 7-^^ a ^it in 

ax (I x ) 



do H mnx m -' 1 o do mnx m ~ 1 dx 

1 _L _. _ 1 - seu - = 9 

~ dx l x m co 1 x m 

ubi cum 0} habeat dimensionem integram, aequatio y = x certe est integrale 
particulare aequationis differentialis propositae. 
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EXEMPLUM 2 



568, Oum Jiuic aequationi ady adx = dxV(yy xx) satisfaciat valor 
x, investigare, utrum is sit eius integrate partmdare necne. 

Ponatur y = x + o> et sumta co quantitate infinite parva, cum sit 



-xx) = 1/2x0), erit ada) = dxV2xw seu ~^- = dxY2x. Quoniam igitur 
hie dw dividitur per potestatem ipsius co, cuius exponens est unitate minor, 
sequitur valorem y = x non esse integrale particulare aequationis propositae, 
etiamsi ei satisfaciat. Scilicet si eius integrale completum exhibere liceret, 
pateret, quomodocunque constans arbitraria per integrationem ingressa defini- 
retur, in ea aequationem y=*x non contentum iri. 

SCHOLION 

569. Hinc nova ratio intelligitur, cur diiudicatio integralis ab exponente 
ipsius a) pendeat. Cum enim in exemplo proposito facto y = x + co prodeat 

~ = dxY2x, erit integrando 2aYa) = (7+ ~xY2x. Verum per hypothesin 

w est quantitas infinite parva, hinc autem, utcunque definiatur constans (7, 
quantitas co obtinet valorem finitum, qui adeo quantumvis magnus evadere 
potest; quod cum hypothesi adversetur, necessario sequitur aequationem y = x 
integrale esse non posse hocque semper evenire debere, quoties dco prodit 
divisum per potestatem ipsius cy, cuius exponens unitate est minor. Contra 
vero patet, si facta substitutione exposita prodeat = Rdx, ut posito 



jEdx = S fiat la) = Z<7+ IS w & = CS 9 sumta constante G evanescente 
utique ipsam quantitatem w evanescere; quod idem evenit, si prodeat 
^ = Edx existente A > 1. Erit enim '-y-, == CS seu fa IW"^ ~-^~, 

co* (jll)^- 1 ^ J C S 

unde sumto (7=cv> quantitas a? revera fit evanescens, ut hypothesis exigit. 
Caeterum aequatio huius exempli posito x=pp qq et y^pp + qq ab 
irrationalitate liberatur fitque 

Aaqdq &pq(pdp qdq) sive adq =ppdp pqdq, 

quae nullo modo tractari posse videtur; neque ergo eius integrale completum 
exhiberi potest. Cui aequationi cum non amplius satisfacit x = y seu q = 0, 
hinc quoque concludendum est valorem y =* x non esse integrale particulare. 
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EXEMPLUM 3 

570. Cum Jinic aequationi aady aadx = dx(yy xx) satisfaciat valor 
y = x, investigare, utrum is sit eius integrale particulare necne. 

Ponatur y = x + co spectata co ut quantitate infinite parva et ob 
yy xx = 2xco aequatio nostra hanc induet formam aadco = 2xcodx seu 
^-^ = 2xdx. Quia igitur hie da> dividitnr per potestatem primam ipsius 
co, aequatio y = x utique erit integrale particulare aeqnationis propositae 
atque adeo etiam in integral! complete continetur. Hoc enim invenitur po- 
nendo y = x ^~, quo fit 



^ . 7 

seu d u j = dx. 



MU u / aa 

XX 

Multiplicetur per e aa et integrale prodit 

e aa u = C+Ce aa dx hincque y = x 
Quodsi ergo constans C capiatur infinita, fit y 

SCHOLION 

571. Si in hac aequatione ut supra ponatur x=pp qq et y=j 
oritur adq = 2ppq(pdp qdq), cui satisfacit q = 0, unde casus y = x 
nascitur. At facta hac transforniatione difficulter patet, quomodo eius inte- 
grale inveniri oporteat. Si quidem superiorem reductionem perpendanms, 
intelligemus hanc aequationem integrabilem reddi, si multiplicetur per 
e (p v-"^ :aa :cf\ quod cum per se haud facile pateat, consultum erit hac substi- 
tutione uti pp qq = rr, qua fit pp = qq + rr et pdp qdq = rdr, unde 
aequatio abit in 

j ^ j / i \ aadq 7 . r^dr 

aadq = 2qrdr(qq 4- rr) seu J 1 = rdr -A , 

a. a \aa i / % g 3 qq 

quae posito = 5 facile integratur. 

Quoties ergo licet eiusmodi relationem inter variabiles colligere, quae 
aequationi differentiali satisfaciat, hoc modo iudicari poterit, utrum ea relatio 
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pro integral! particular! sit habenda necne. Pro inventione autem huius- 
modi integralium particularinm regulae vix tradi possunt; quae enim haben- 
tur regulae aeque ad integralia completa invenienda patent. Ita quae supra 
circa aequationes separatas observavimus, ob id ipsum, quod sunt separatae, 
via simul ad integrale completum est patefacta. Simili modo si altera me- 
thodus per factores succedat, plerumque ex ipsis factoribus, quibus aequatio 
integrabilis redditur, integralia particularia concludi possunt; quemadmodum 
in sequentibus propositionibus declarabimus. 



THEOBEMA 

572. Si aequatio differentials Pdx + Qdy = per functionem M multipli- 
cata reddatur integrabilis , integrale particulare erit M=0, nisi eodem casu P 
vel Q aleat in infinitum. 

DEMONSTEATIO 

Ponamus u esse factorem ipsius M et ostendendum est aequationem 
u = esse integrale particulare aequationis propositae. Cum u aequetur 
certae function! ipsarum x et y, definiatur inde altera variabilis y, ut aequa- 
tio prodeat inter binas variabiles x et w, quae sit Edx + Sdu = 0, unde po- 
sito multiplicatore M = Nu integrabilis erit haec forma 



Quodsi iam neque JR neque 8 per u dividatur, quo casu posito u = neque 
P neque Q abit in infinitum, integrale utique per u erit divisibile. Nam 
sive id colligatur ex termino NRudx spectata u ut constante sive ex ter- 
mino NSudu spectata x constante, integrale prodit factorem u implicans, si 
quidem in integratione constans omittatur. Unde concludimus integrale com- 
pletum huiusmodi formam esse habiturum Vu = C. Quare si haec constans 
C niMlo aequalis capiatur, integrale particulare erit u = Q, iis scilicet casibus 
exceptis, quibus functiones ft et S iam ipsae per u essent divisae ideoque 
ratiocinium nostrum vim suam amitteret. His ergo casibus exclusis, quoties 
aequatio Pdx-\- Qdy = per functionem M multiplicata fit per se integra- 
bilis eaque functio M factorem hab eat u, integrale particulare erit tf = 0, 
quod similiter de singulis factoribus functionis M valet, 
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SCHOLION 

573. Limitatio adiecta absolute est necessaria, cum ea neglecta univer- 
sum ratiocinium claudicet. Quod quo facilius intelligatur, consideremus lianc 
aequationem 



quae per y x multiplicata manifesto fit integrabilis; ponamus ergo hunc mul- 
tiplicatorem y x = u seu y = x + u, unde nostra aequatio erit ^~- + du = 0, 
quae per u multiplicata abit in adx-\-udu = Q\ ubi cum pars adx non per 
u sit multiplicata, neutiquam concludere licet integrale per u fore divisibile, 
quippe quod est ax + ^uu. Hinc patet, si modo pars dx per u esset multi- 
plicata, etiamsi altera pars du factore u careret, tamen integrale per u divi- 
sibile fore, veluti evenit in udx + xdu, cuius integrale xu utique factorem 
habet u. Ex quo intelligitur, si formula Pudx + Qdu fuerit per se integra- 
bilis, dummodo Q non dividatur per u vel per potestatem eius prima altio- 
rem, etiam integrale omissa scilicet constante fore per u divisibile. 



THEOBEMA 

574. Si aequatio differentiate Pdx + Qdy = per functionem M divisa 
evadat per se integrabilis , integrale particulare erit M=Q, nisi posito M=Q 
vel P vel Q evanescat. 

DEMONSTRATE 

Habeat divisor M factorem u, ut sit M = Nu, et ostendi oportet inte- 
grale particulare futurum u = 0, id quod de singulis factoribus divisoris M, 
siquidem plures habeat, est tenendum. Cum igitur u sit functio ipsarum x 
et T/, definiatur inde altera y per x et w, ut prodeat huiusmodi aequatio 
0, quae ergo per Nu divisa per se erit integrabilis. Quaeri 



igitur oportet integrale formulae ~^ + -^ , ubi assumimus neque E neque 
8 per u multiplicari neque hoc modo factorem u ex denominator tolli. 
Quodsi iam hoc integrale ex solo membro ~-^- colligatur spectando u ut 
constantem, prodit id ~J-j^-\-f:u; sin autem ex altero membro ^^ 
sumta x constante colligatur, quia 'S non factorem habet u 9 id semper ita 
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__ : __ __ , j 

erit comparatum, ut posito ^ = fiat infinitum. Ex quo integrate, quod sit 
F, ita erit comparatum, ut fiat =<x> posito ^ = 0; quare cum integrate 
completum futurum sit V=C, huic aequationi sumta constante infinita 
satisfit ponendo u = 0. Concludimus itaque, si divisor M=Nu reddat 
aequationem differentialem Pdx+Qdy = per se integrabilem, ex quolibet 
divisoris M factore u obtineri integrate particulare w = 0, nisi forte posito 
u = quantitates P et Q vel E et 8 eyanescant 

COEOLLAEIUM 1 

575. Si aequatio Pdx-\-Qdy = Q fuerit homogenea, ea, ut supra vidimus, 
integrabilis redditur, si dividatur per Px + Qy, quare integrate eius particu- 
lare erit Px + Qy = Q. Quae aequatio cum etiam sit homogenea, factores 
habebit formae ax + ^y, quorum quisque nihilo aequatus dabit integrate par- 
ticulare. 

COKOLLAEIUM 2 

576. Pro hac aequatione 

ydx(c + nx) dy(y + & + &# + n %%) = 

divisorem, quo integrabilis redditur, supra ( 488) exhibuimus, unde integrate 
particulare concluditur y = 0, turn vero 



nyy -f- (2na bc)y + n(b 2c)xy + (wfl + cc &c)(a + bx + n^o;) = 0, 
cuius radices sunt 

__!_& _ j_ ( -L-h] JL( 4- 

/(, y u t/ / 1* M' I / & I V ^ / HP ^ I 

J \ -6 / 

COEOLLAEIUM 3 
577. Pro hac aequatione differential! 



divisorem, quo integrabilis redditur, supra ( 489) dedimus, unde integrate 
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particulars concludimus x y + ^V(l + ##)(! + yy) = seu 

yy 2xy + ## nn + *wo?$ + nnyy + nnxxyy, 
ex quo porro fit 



# n'(l + xx) ]/(l 
^ 1 -nn(l + awe) 

COKOLLAKITTM 4 
578. Pro hac aequatione differential! 



multiplicatorem supra (491) invenimus xx(l J*^. _ q , unde integrale particular 
concludimus xx(l %yf a = hincque 



seu 



ita ut bina habeamus integralia particularia, quae autem imaginaria evadunt, 
si a fuerit quantitas negativa. 

SCHOLION 

579. Haec fere sunt, quae circa tractationem aequationum differentia- 
lium adhuc sunt explorata, nonnulla tamen subsidia evolutio aequationum 
differentialium secundi gradus infra suppeditabit. Hue autem commode 
referri possunt, quae circa comparationem certarum formularum transcenden- 
tium baud ita pridem sunt investigata. Quemadmodum enim logarithmi et 
arcus circulares, etsi sunt quantitates transcendentes, inter se comparari 
atque adeo aeque ac quantitates algebraicae in calculo tractari possunt, ita 
similem comparationem inter certas quantitates transcendentes altioris generis 
instituere licet, quae scilicet continentur in formula hac 



ubi etiam numerator rationalis veluti 51 + %x + (So; 8 + etc. addi potest. Quod 
argumentum cum sit maxime arduum atque adeo vires Analyseos superare 
videatur, nisi certa ratione expediatur, in Analysin inde haud spernenda in- 
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crementa redundant; imprimis autem resolutio aequationum differentialium 
non mediocriter perfici videtur. Cum enim proposita fuerit huiusmodi 

aequatio 

dx dy 



statim quidem patet eius integrale particulare x*=y, verum integrale com- 
pletum maxime transcendens fore videtur, cum utraque formula per se neque 
ad logarithmos neque ad arcus circulares reduci queat. Quare eo magis 
erit mirandum, quod integrale completum per aequationem adeo algebraicam 
inter x et y exhiberi possit. Quo autem methodus ad haec sublimia ducens 
clarius perspiciatur, earn primo ad quantitates transcendentes notas hac 

formula 

dx 



contentas applicemus, deinceps eius usum in formulis illis magis complexis 
ostensuri. 



CAPUT V 

DE COMPAEATIONE QUANTITATUM TRANSGENDBNTIUM 

CONTENTAEUM') 



PROBLEMA 73 

580. Proposita inter x et y Jiac aeguatione algebraica 

a + 2/3(0? + y) + r( xx + yy) + 2( ^2> = o 

invenire formulas integrates formae praescriptae, guae inter se comparari gueant. 

SOLUTIO 

Differentietur aequatio proposita et ex ems differential! 

2/3dx + 2(3dy + 2yxdx + 2yydy + 2Sxdy + 2*yda? 
colligetur haec aequatio 

0. 



Statuatur 

a? rf= et 



1) Vide L. EULEBI Commentationem 263 (indicis ENESTEOEMIANI) : Specimen novae methodi 
curvarum guadraturas et rectificationes aliasque quantities transcendentes inter se comparand^ 
Novi comment, acad. sc. Petrop. 7 (1758/9), 1761, p. 83; LEONHARDI EULERI Opera omnia, 
series I, vol. 20, p. 108. Vide porro Commentationem 818 (indicis ENESTJROEMIANI): De comparatione 
arcuum curvarum irrectificaUlium, Opera postuma 1, Petropoli 1862 ; p. 452; LEONEARDI 
Opera omnia, series I, vol. 21, p. 296. E. E, 
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atque ex priori erit 

PP = PP + 2pyx + 2/3$y + yyxx + 2ySxy + $Syy, 
a qua subtrahatur aequatio proposita per y multiplicata 
= / + %Pyx + tyfty + yyxx + yyyy + 



fietque 

pp = {3p ar + 2/3^ y}y + (S 3 yy) yy; 

similique modo reperietur 



unde erit pdx + g-^i/ = 0. Cum iam sit ^ functio ipsius y et 2 similis functio 
ipsius x, ponatur 



y)=*B et 
unde colligitur 

,- r _| et + r - 

Mncque 



prima vero dat 



Quibus valoribus pro , y, tf assumtis aequatio ^ + ^ == abit in hanc 

A _L 



cui ergo aequationi differential! satisfacit aequatio 



quae cum contineat constantem novam /?, erit adeo integrale completum 
aequationis differentialis inventae. 



423-424] m COMPAEATlOtfE QttAimMOM fy (A+ * +Cxx} ^ 

Neque vero opus est, ut formulae illae ipsis litteris A, B, C aequentur, 
sed sufficit, ut ipsis sint proportionales, unde fit 

|3 (6 y) J? j3 JD 

Ergo 



Quare aequationis differentialis 

I 



integrale completum est 

(x + y) 
0, 

ubi ratio constantem arbitrariam exhibet. 
v 

COKOLLAKIUM 1 
581. Ex aequatione proposita radicem extrahendo fit 



sen loco a et S substitutis yaloribus 



COBOLLABIUM 2 
582. Si ergo re = 0, fit 

/} 

y ~ y 

ponatur hie valor = a, ut sit 
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nude sumtis quadratis oritur 



hincque 

V _ -~ 
~ 



Baa 
sen 



Caa)) 



AC-BB 
SCHOLION 1 



583. Ut aequatio assumta 



satisfaciat aequationi differential! 



dx , dy 



necesse est, ut sit 

pp ay^mA, p($ y)=>mB' et dd yy=* 

unde fit 

ft + yy + $x^y<m(A J r 2BX'i~ Gxx) 
et 

ft + rx + $y = Vm(A + 2 By + Cyy) . 

At ex datis A, 5, C litterarum a, {3, y, d et m tres tantum deflniuntur; 
quare cum binae maneant indeterminatae, aequatio assumta, etiamsi per quern- 
vis coeffictentium dividatur, unam tamen constantem continet novam, ex quo 
ea pro integral! complete erit habenda. Quare etsi aequationis differentialis 
neutra pars integrationem algebraice admittit, tamen integrale completum al- 
gebraice exhiberi potest. Loco constantis arbitrariae is valor ipsius y intro- 
duci potest, quern recipit posito # = 0; cum autem evenire possit, ut Me 
valor fiat imaginarius, conveniet istam constantem ita definiri, ut posito x=*a 
fiat y = &, quo pacto ad omnes casus applicatio fieri poterit, Hinc erit 
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unde colligitur 



et 

(*-?)(*- g 



sen 



Ponatur brevitatis gratia 

V(A + 2Sa + Caa) 8C et Y(A + 2JB6 + ObV) 



ut sit 

--a) , 

OT 



et aequatio ^((J y) = mB induet hanc formam 



unde fit 

7^L /5(a + 5) 

J 



Statuatur ergo 

wJ. w^(a + fy nCab, 



of, ergo d y = _ _ 9 

unde cum sit d -+ y = n C(b a)\ erit utique dd yy = mC. Superest ? ut 
fiat ay=*(3(3 mA, hoc est 

ay = nnB(b a) 4 na A(b a)\$8 SI) 2 
seu 

47* 
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Vel cum posito x=a fiat y = b, erit quoque 

2/3(a + b) y(aa 
bincque 



un.de aequatio nostra assumta est 

(6 - a) 2 (-4 - #( + 6) - Cab 
+ 2JR(6 - a) 2 (z + y) (A + S(a + 5) + Cab m}(xx + yy) 



SCHOLION 2 
584 Si ponatur /3 = 0, ut aequatio sit 

a + xx + yy) + 2<Ja;i/ = 0, 



erit . 

8x + Y( uy + (SS y y)xx) 

y 



Posito ergo ay = mA et d$ yy = mC, ut sit yy + Sx==Ym(A-^- Cxx), 
erit 

.0, 

' 



cuius aequationis integrals completum erit ipsa aequatio assumta, pro qua 
habebitur -j = r ' i '~ ss seu d =V(yy ^)- Sin autem posito =0 fieri debeat 

y-6, ob r 5 = /m^ erit y-^; turn = -6]/m^ et d = l/(^ + G) - 
Habebitur ergo haec aequatio 



quae praebet 



quae est integrale completum aequationis illius differentialis. Quare si x 
capiatur negative, huius aequationis differentialis 

dx dy 
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integrale completum est 



Quodsi simili modo calculus in. genere tractetur, aequationis differentialis 



si brevitatis gratia ponatur Y(A + 2BI + (7&6) = 23, erit integrale completum 



unde casus praecedens manifesto sequitur, si ponatur B = 0. Verum ope levis 
snbstitutionis hae formulae, uM adest J5, ad ilium casum, ubi J5 = 0, reduci 
possunt. 

PEOBLEMA 74 

585. Si U:z significet earn functionem ipsius 2, quae oritur ex integration 

formulae C - integrali hoc ita sumto, ut evanescat posito z = 0, compara- 

J ~y(A-\-Cz8) 
tionem inter Tiuiusmodi functiones instituere. 

SOLUTIO 

Consideretur haec aequatio differentialis 

dx __ dy 



Gyy] 
unde, cum sit per hypothesin 

C _ ^ _ ==n:x et f - ^ - -my 

J Y(A + Cxx) J Y(A + Cyy) 

utroque integrali ita sumto, ut evanescat illud posito 03 = 0, hoc vero posito 
y 0, integrale completum erit 

n: = n:x C. 
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Ante autem vidimus hoc integrate esse 



ubi posito # = fit # = &; quare, cum Zr:0==0, erit 

n:y=n:x + II:J>, 

cui ergo aequationi transcendental! satisfacit haec algebraica 

(766 . 



Simili modo sumto 6 negative haec aequatio 
convenit cum hac 



sicque tarn summa quam differentia duarum huiusmodi functionum per similein 
functionem exprimi potest. Hie iam nullo habito discrimine inter quantitates 
variabiles et constantes, dum II: & functionem determinatam ipsius $ signi- 
ficat, scilicet 

m,-f Ae , 

quae, ut assumsimus, eyanescat posito t = 0, ut hoc signandi modo recepto sit 
debet esse 



ut vero sit 
debet esse 



utrinque autem sublata irrationalitate prodit inter p, q, r haec aequatio 

: 2pprr 2qqrr 
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cuius forma hanc suppeditat proprietatem, nt, si p, #, r sint latera cuiusdam 
trianguli eique circumscribatur circulus, ciiius diameter vocetur = T, semper 
sit A + 4:CTT=0. Ilia' autem aequatio ob plures quas complectitur radices 
satisfacit huic relation! 



COROLLAEIUM 1 - 

586. Hinc statim deducitur nota arcuum circularium comparatio ponendo 
J. = l et <7= 1. Turn enim fit 

/dz , 

= Ang. sin. *, 
]/(l-#/) 

Mncque ut sit 

Ang. sin. r = Ang. sin.p + Ang. sin. q , 

oportet esse 

r =pY(l qq) + qV(l pp), 

et ut sit 

Ang. sin. r = Ang. sin.jp Ang. sin. q , ' 

debet esse 

r =pY(l qq) qV(l pp), 
uti constat. 

COEOLLARIUM 2 

587. Si sit J. = l et 0=1, erit 



unde ut sit 

erit 

ut autem sit 
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erit 

uti ex indole logarithmorum sponte liquet. 

COKOLLAKITJM 3 

588. Si ponamus in priori formula general! g=jp, ut sit 

erit 



Hinc porro, si fiat 2p pf , erit II: r =~U:p + 277: 
sumto 



Est vero 

1/1+ Cgg = -i /A j 4 gpi> A Cpjp\\ = 1 i 

' ^A. ' \ -oL \ J~L // 

unde, ut sit 



fit 



SCHOLION 

589. Quo haec multiplicatio facilius continuari queat, praeter relationem 
aequationi 

n:r = n:p-{-n:q 
respondentem, quae est 



notetur aequatio 
cui respondet relatio 
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J VA+ 2JBa;+. Cxx 



unde fit 

^/A+Orr_r- l /A+Oqq P_P A+Cqq , i/fA+Opp\fA 
Y A qV A q~q A ~~ + V \ A A ~A 

sen 



= Cpq y/A+Cfp\ fA + Cq,g\ 

Quare ut sit 

n\r = n\p + 77: q, 
habemus non solum 

f- 

sed etiam 



Ponamus brevitatis gratia l + ^^ = P et sumto $=p, ut sit 

iT:r = 217:p, 

erit 

et 



qui valor ipsius r pro ^ sumtus dabit 

/Z:r=3/7:jp 

existente 

et 



Hie valor ipsius r denuo pro g sumtus dabit 

n\r 

existente 



et 
Loco ^ substituatur hie valor ipsius r, ut prodeat 

existente 

GO 5 . 10(7 ^^ 3 , K y.4 , T//- , (7 \ 5C(7 7, 4 . 10 

r = _ J ,5 + _PP J p+5jp et y(^l + 
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Atque hinc generatim concludere licet, ut sit 

71: r 
esse debere 



seu 



Haec igitur relatio inter p et r satisiaciet huic aequationi differential! 

dr _ ndp 



dum meminerimus esse P = VYl -f- 



PROBLEM! 75 
590. Si ponatur I- - - - II'.z integrate ita sumto, ut evamscat posito 

y (-dL ~p (j Z Z) 

# = f, unde TI\z 'fit functio determinates ipsius 0, comparationem inter Jiuiusmodi 
functiones instituere. 

SOLUTIO 
Consideretur liaec aequatio differentialis 



unde integrando fit 

TI : x + H:y = Const, 

Integrale autem sit quoque [ 584] 

a + y(xti + yy) + %$xy = 0, 
quod ut locum habeat, necesse est sit 
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turn vero erit . 

yx + dy = Vm(A + Cyy) et yy + dx = Vm(A + 

Ponamus constantem integratione ingressam ita definiri, ut posito x = a fiat 
2/ = I, et integrale erit 

n:x+n:y*=II:a + n:b. 

Pro forma autem algebraica invenienda sit brevitatis gratia 

=<& et V(A + 066) = 93 



eritque 

j/a + (5 v & = 93ym et 
unde colligitur 



, 

O = 



' oo aa bb aa 

Quocirca aequatio integralis algebraica erit 

(16 93a)# + (936 tyLa)y =.(66 a a) Y(A 
seu 

(216 - 93% + (936 8U)a? = (66 ad)V(A 
Hinc y per x ita definitur, ut sit 

/Off 

( 4^1- a ~ 

y = 

quae fractio supra et infra per 316 + 93 a multiplicando ob 

S18166 9393aa = J.(66 aa) 
et 

abit in 



Hinc porro colligitur 
(U - 



seu 

0(66 aa) . 336 
-- - - 
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ubi iterum supra et infra multiplicando per W> + S3a fit. 

y (A + ) - - <&^ x 



Necesse autem est valorem formulae Y(A -\-Cyy) hoc modo potius definirl 
quam extractione radicis, qua ambiguitas implicaretur. 
Quocirca haec aequatio transcendens 

IT: r + n\ s = n:p + J7: g_ 

praebet sequentem determinationem algebraicam, si quidem brevitatis gratia 
ponamus 

V(A + C>j?) P, V(A+Cqq)Q'<A Y(A + Crr) =* E; 

scilicet ut sit II: s = Tl :p + 7Z: q 77: r, erit 

PQr-Cpqr + PRq + 
s== __ 

et 

Y(A + Css) - 
seu 

V(A+C88)- 



COEOLLAMUM 1 

591. Quoniam est per hypothesin II:f=Q, si ponamus brevitatis gratia 
Off] = F et r = f, ut sit E = F, haec aequatio 



praebet 



== _ 



COEOLLAEIUM 2 
592. Si ponamus 2 = f et Q=**F, ut sit II:q = 0, haec aequatio 
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praebet 

F(Ep - Pr) + fPR - Gfpr 
_ 



s _ _ 



V(A + Css) 



COEOLLABIUM 3 



593. Si sit (7=0 et J. = l, erit n:z=dz=<=2 f, quia integrale ita 
capi debet, ut evanescat posito a = f. Turn ergo erit P=l, $ = 1 et 
jf? = l, unde, ut sit II:s = II:p -{- II:q II:r seu 5=^+2 r, oportet 
esse s=-~- r + g-f-# e ^ V(l -b s) = 1, uti per se constat. 



COBOLLABIDM 4 

594. Si sumatur A = l et (7 = 1 fiatque 77 : = Arc. cos. *, ut sit /"== 1, 
erit 

Arc. cos. s = Arc. cos. p + Arc. cos. q Arc. cos. r , 
si fuerit 



et 

V(l - ss) = PQE + Pqr + Qpr - 

unde sumto r==l, ut sit jB = et Arc. cos. r == 0, erit 

s pj PQ et ]/(! ss) = Pq+ Qp. 

SCHOL10N 

595. Hinc notae regulae pro cosinibus deducuntur, quas fasius non pro- 
sequor. Verum casus facillimus, quo A = et (7=1 hincque fit 



. . / QV$J 

Jy = 



existente /*=!, insigni difficultate premi videtur ob expressiones pro s et 
Y(A + Css) = s in infinitum abeuntes. Cui incommodo ut occurratur, primo 
quidem numerus A ut infinite parvus spectetur eritque 

t + , Q-q + , K~r+. 
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Quare ut fiat Is = Ip + ty Zr, reperitur 



ac singulis membris evolutis 



A q = Apr Aqr Apq Apr Apq 

2p 2q ""*" 2p "*" 2r "*" 2g "*" 2r 

seu 5 = ^, uti natura logarithmorum exigit. 

Caeterum ex formulis inventis hand difficulter multiplicatio huiusmodi 
functionum transcendentinm colligitur; velnti nt sit n\y = nll:x, relatio 
inter # et y algebraice assignari poterit. 



PEOBLEMA 76 



596. Si ponatur 77: #= / , sumto hoc integrali ita, ut evanescat 

J. y(A+C08) 

posito # = 0, comparationem inter Jiuiusmodi functiones transcendentes investigare. 

SOLUTIO 

Statuatur inter binas variabiles x et y ista relatio 

a + y(xx + yy) + 2(?a?2/ 0, 



unde fit 

' ~\ ay + (M 



Ponatur ay = Am et 3d yy = <7m, ut sit 

yy + $# = Xm(J. + (7a;aj) et ^o; + dy = Vw(-4 + Cyy). 
At illam aequationem differentiando fit 

= 



seu 

/7/v* rl AI 

= 0. 



440-442] DE COMPARATIONE QUANTITATTJM J A +* +Cxx 383 



lam statuatur 

dx(L + Mxx) dy (L + Myy) 



ut sit integrando 

H: x + 77: y = Const. + 

Cum igitur sit , dy - - ~ d * , erit 

)' 

Mdx(xx 
^ 



hincque ob ^ = ~ erit 

## 2/2/ = (7^0;^ m A mCxx 

At ^^ (?(? = mC 9 ergo 

_ Mdx(2 Sx Ym(A + Cxx) mA -~~%m Cxx) 

uv - --- 







cuius integrale commode capi potest, dum fit 

TT-T/ dMxxVm Mmx^/, A . ^ N 
y ym = - --- r - ----- - - y (J. + Cxx) , 

rr rr > / 

quae formula ob Ym(A + Cxx} = yy -\- Sx abit in 

Mx-. 
" m. 



\j J.VLXX-. / jyJLX 

77 7 

Quocirca habebimus 



71: x + n:y = Const. - -^ 

^ y y 

existente yy + ^^ = Ym(A + Cxx) et yx + $y = Ym(A + Cyy) ac praeterea 
Ad constantem definiendam sumamus posito ^==0 fieri y = b, ut sit 
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Turn vero est yb = VmA et <?& <=V(mA + mCbfy, ergo 

VmA . 
y~z- et 

Hinc ergo concludimus, si fuerit 

y ^ + x V(A 
et, quod eodem redit, 

x VA + yV(A + &>b) - &V(.i + C7yy), 
fore 



denotante JJ eiusmodi functionem quantitatis suffixae, ut sit 

n . 2= C 

J 



integral! hoc ita sumto, ut evaneacat posito ^ = 0. 

Natura harum functionum stabilita ac sublato discrimine inter quantitates 
constantes ac variabiles erit 



si fuerit 

qVA+pY(A+ Crr) = r V(A + Cpp) 
et 

p VA + g.V(A + Crr) ^rV(A+ Cqq), 
unde fit 



et 

. 1 



VA 

COROLLAEIUM 1 

597. Sumto g negative est II: 8 = n:z ) unde capiendo quantitates 
p et q negative fiet 

rr_ , rr.~ i rr M-S9T 
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si fuerit 

p YA + # Y(A + Crr) + rY(A + ^g') = 
seu 

seu 
vel 



ex qua formatur haec relatio 



Gqq)(A + Crr) + qV(A + fy<p)(A + Crr] 
r V(A + (7^)(^L + (7^) = 0. 



COEOLLAEIUM 2 

598. Hac ergo methodo tres hniusmodi functiones II: exhiberi possunt, 
quarum summam algebraice exprimere licet; quod autem de summa osten- 
dimus, valet quoque de summa binarum demta tertia. 

COEOLLARIUM 3 

599. Si ponamus L = A et M = C, functio proposita 

II:0fd0y(A+ CM] 

exprimit arcum curvae, cuius abscissae z convenit applicata Y(A + Cs0) 9 et 
summa trium huiusmodi arcuum ita algebraice dabitur 



-, 

y A 

si inter p, q, r superior relatio statuatur. 

SCHOLION 

600. Haec proprietas inde est nata ? quod differentiale d V integrationem 
admisit. Gum nempe esset 



LEONHARDI EULERI Opera omnia In Institutiones calculi integralis 49 



386JJBMPK10KIS^^ 

ob Vm(A + Cxx] = yy -f <J erit 



Mdx(xx-yy) 





cuius integrale commode ex aequatione assumta 
definiri potest. Ponatur enim 

xx-{-yy = tt et t/ = w; 

6rit 



et differentialibus sumendis 



et 



ex binis prioribus colligitur 



-^ erit 



. /^^j; ; 

du /a 

r 



+ 



et ob 



ita ut sit 



hincque d7 ^, unde manifesto sequitur 7=-^ = - ^ti in 

solutione operosiu/ eruimus. Yerum hac operatione commode uti licebit m 
sequente problemate, ubi formulas magis complexas sumus contemplatun. 



PEOBLEMA 77 



601. Si ponatur 



integrate loc ita sumto, ut evanescat posito . = 0, comparationem inter Miusmodi 
fmctiones transcendentes investigare. 

SOLUTIO 
Posita ut ante inter variabiles x ety hac relatione 
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sit ay = Am et d$ yy = (7w fietque 

yy-\rdx = ym(A + Cxx) et /a + <ty = ]/w (.4 + Cyy) 
sumtisque differentialibus 



lam statuatur 



ut sit 

n : x + n : y = Const. + 

At ob , y ^ - = -- j- - - ista aequatio abit in 

]/(A+Oyy) H 



et ob Vm(A + C/^^) = y^ + 

(xx + yy) 



Sit nunc xx -{- yy = tt et xy = u, ut habeatur 



et y.W* + <Mw sen tdt = ~ 

7 



atque ob xdx-^ydy^tdt et xdy-{~ydx = du hinc colligimus 

/ \ 7 J. 1J. 7 flU , 

(xx yy}dx = xtdt ydu = (yy 

ideoque 

unde habebinms 

-j-^r dii 

At est 

A " et 

49* 
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Notetur autem esse y---^, de concludimus 

Mdu . Nt 3 dt . Ofdi Ouudu, 

_ -- - 



sicque prodit integrando 



4 6 

Quodsi lain ponamus fieri y~=~b, si # = 0, erit 



.. 

' T) 

turn vero 

Gbl] = lY(A+ Cxx) , 



Hinc, cum sit 

__ 



nostra relatio, cui satisfaciunt praecedentes determinationes, inter functiones 
transcendentes erit 



ubi notandum est esse in rationalisms 



j_ ~- * > -j-l 

sen 

Hinc colligitur 



et 
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ita ut nostra aequatio sit 



YA 



COEOLLABIUM 1 
602. Si ponamus ~b = r, x = p, y q, erit nostra aequatio 



( ^ 

. . , ^ ^ } 

existente 



JPP 4- J2 = rr -Y(A + Crr) , 
unde fit 

]/(-4 + 
"J/JL 

COEOLLAEIUM 2 

603. Substitute hoc valore pro ^ ....... *"" sequens obtinebitur aeqaatio ; 

l/^. 

in quam ternae quantitates p, %, r aequaliter ingrediuntur, 

, . . N 

(pp + qq + rr) 

qqrr} , 



cui satisfaciunt formulae supra ( 602) datae vel haec rationalis 

2pprr 



COROLLAEIUM 3 

604. Si numerator! formulae integralis adhuc adiecissemus terminum Pz*, 

ut esset 

+ N^ + QZ* + 






_ r 

>Z ~J 
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ad aequationem modo inventam adlmc accessisset terminus 



SCHOLION 

605. Istae relationes quoque ex superioribus reductionibus 1 ) derivari pos- 
sunt; cum enim inde sit n:*-Ef-^^ + ^antitate algebraica, si Me 
pro * successive quantitates p, q, r substituanms ita a se invicem pendentes, 
ut ante declaravimus, erit 

r__^_ 4- r ^g + r dr = o 

J y(A + Gpp) ^J V(A + Cqq) J V(A + Crr] 
unde concludimus 



denotante f functionem quandam algebraicam qnantitatis suffixae; atque 
summa harum. trium functionum rediret ad expressionem ante inventam, si 
modo relationis inter p, q } r datae ratio habeatur, scilicet inde littera C eli- 
minari deberet. Haec antem reductio ingentem laborem requireret. Hie 
vero imprimis methodum, qua hie sum usus, spectari convenit, quae cum sit 
prorsus singularis, ad inagis arduara deducere videtur. Certe comparatio 
functionum transcendentium, quam in capite sequente sum traditurus, vix 
alia methodo investigari posse videtur, unde huius methodi utilitas in sequenti 
capite potissimum cernetur. 

1) -Vide formulam 111 evolutam et praeterea 113, p. 64 et 65. F. E. 



CAPUT VI 

DE COMPAEATIONE QUANTITATUM TRANSCENDENTIUM 



PROBLEMA 78 

606. Proposita relatione inter x et y Jiac 

a + y(xx + yy) + 2$#2/ + ^ooxyy == 

eKcere functiones transcendentes formae praescriptae, guas inter se comparare 
liceat. 

SOLUTIO 
Ex proposita aequatione definiatur utraque variabilis 



et 

JU 



1) Vide L. EULERI Commentationem 261 (indicis ENESTBOEMIANI): Specimen alterum methodi 
novae quantities transcendentes inter se comparand^ Novi comment, acad. sc. Petrop. 7 (1758/9), 
1761, p. 3; LEONHARDX EULERI Opera omnia, series I, vol. 20, p. 153; Commentationem 818: 
De comparatione arcuum curvarum irrectificaUlium, Opera postuma 1, Petropoli 1862, p. 452; 
LEONEARDI EULERI Opera omnia, series I, .vol. 21, p. 296; Commentationem 347: Evolutio 
generalior forvmdarum comparationi curvarum inservientium, Novi comment, acad. sc. Petrop. 12 
(1766/7), 1768, p. 42; LEONHARDI EULERI Opera omnia, series I, vol. 20, p. 318. Vide etiam 
Conimentationes 582 et 676, LEONHARDI EULERI Opera omnia, series I, vol. 21, p. 57 et 207. P. E.. 
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quae radicalia ad formam praescriptam revocentur ponendo 

unde fit 

= Am < Em , ftfi ^ AEmm 

y ' y ~~ 

Erit ergo 



'yy + -dx + xxy = ]/m (A + 

yx + y + ^7/7/ = 1/m (J. + Cyy + 

Ipsa autem aequatio proposita, si differentietur, dat 

dx (yx + (Jy + ?a?yy) + tfy ^y + ^ + %xxy) 0, 
ubi illi valores substituti praebent 



= 

Vicissim ergo proposita hac aequatione differeBtiali ei satisfaciet haec 
aequatio finita 

Am + yy (xx + yy] + 2xy V(y 4 + Om^^ + AEmm) Emxxyy = 
sen ponendo = ifc haec 

* 

AE] Exxyy = 0, 



quae cum involvat constantem k in aequatione differential! non contentam, 
simul erit integrale completum. 
Hinc autem fit 



Jcy + x(kk + kC+ AE) Exxy^Yk(A + Cxx 
et 

kx + yV(kk + kC + AE) Exyy =Yk(A + Cyy -f Ef). 

COBOLLAEIUM 1 

607, Constans k ita assumi potest, ut posito x = Q fiat y = b 9 , oritur 
autem 

et bYM + kC+ AE==YlcA+ CM 
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ergo 



& = e t (kJc + JcC+A&) = A(A + Cbb 

ideoque habebimus 

xYA(A + Cbb + Elf) Ebbxxy = b YA (A + Cxx + Ex 4 ) 



et 

Ax + y YA (A + Cbb + Eb*) Ebbxyy = b Y A(A + Cyy + Ey*). 

COROLLAEIUM 2 

608. Haec igitur relatio finita inter x et y erit integrate completum 
aequationis diflferentialis 

Y(A+Cxx + Ex*) Y(A+Cyy+Ey^ = ' 
quod rationaliter inter x et y expressum erit 

A (xx + yy bb) + 2xy YA(A + Cbb + Eb*) Ebbxxyy = 0. 

COROLLAEIUM 3 

609. Hinc ergo y ita per x exprimetur, ut sit 



atque ex hoc valore elicitur 

-,/A+Cyy + Ey* 

y A 



COROLLARIUM 4 

610. Hinc constantem b pro lubitu determinando infinita integralia 
particularia exhiberi possunt, quorum praecipua sunt: 

LBONHAEDI EULEHI Opera omnia In Institutionea calculi integralis 50 
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1) sumendo 6 = 0, unde fit y = x; 

2) sumendo I = co, unde fit y = ~~~] 

' XyJcj 

3) si A + Gbl + .E& 4 = Mncque 66 = -C- ? unde fit 

^ 2.Zy 



SCHOLION 

611. Hie iam tisus istius methodi, qua retrogrediendo ab aequatione 
finita ad aequationem differentialem pervenimus, luculenter perspicitur. Cum 
enim inteerratio formulae - - - - nullo modo neque per logarithmos 

e Y(A + Cxx + Ux 4i ) 11 

neque arcus circulares perfici posset, mirum sane est talem aequationem 
differentialem adeo algebraice integrari posse; quae quidem in praecedente 
capite ope eiusdem metliodi sunt tradita, etiam methodo ordinaria erui 
possunt, dum singulae formulae differentiates vel per logarithmos vel arcus 
circulares exprimuntur, quorum deinceps comparatio ad aequationem al- 
gebraicam reducitur. Verum quia hie talis integratio plane non locum invenit, 
nulla certe alia methodus patet, qua idem integrale, quod hie exhibuimus, 
investigari posset. Quare hoc argumentum diligentius eyolvamus. 



PROBLEM! 79 

612. Si II: s denotet eiusmodi functionem ipsius z, ut sit 

mg== fy(A + C d L + E^ 

integrate ita sumto, ut evanescat posito # = 0, comparationem inter Tiuiusmodi func- 
tiones investigare. 

SOLUTIO 

Posita inter binas variabiles x et y relatione supra definita vidimus fore 

l/(A+~Oxx + E^) y(A + Cyy + Ey*)~ 
Hinc, cum posito x = fiat y = &, elicitur integrando 

n:x + II:y = n;t. 
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Cum iam nullum amplius discrimen inter variabiles x, y et constantem 6 
intercedat, statuamus %=p, y = q et & = r, ut sit 77: & = ZT: r, atque 
haec relatio inter functiones transcendentes 

n:p + 77: q + 77: r = 

per sequentes formulas algebraicas exprimetur 



seu 



seu 



quae oriuntur ex hac aequatione 

A(pp-\-qq rr) Eppqqrr + 2pqYA(A-^ Crr-\- Er^] == 0. 
Haec vero ad rationalitatem perducta fit 



2qqrr) 2AEppqqrr(pp -{- qq-}- rr) 
~4:ACppqqrr + EEyftfr* = 0, 



quae autem ob pluralitatem radicum satisfacit omnibus signorum variationi- 
bus in superior! aequatione transcendente. 

COEOLLAEIUM 1 
613. Sumamus r negative, ut fiat 

77: r = n:p + 17: q, 
eritque 

r = 



unde colligitur fore 

-. /A + Crr 

y 



A 

4 )(^+^gg+^g^ t 

(A-Eppqq)* 

50* 
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COEOLLAEIUM 2 
614. Quodsi ergo ponamus %=$>, ut sit 



exit 

_ 2 p I/A (A + Cpp + Ep*> ) 
r ~ A-Ep* 

atque 



A ~ (A-Ep^ 

Hoc igitur modo functio assignari potest aequalis duplo similis functionis. 

COEOLLAEIUM 3 
615. Si ponatur 






nt sit II:g[ = 2n:p, flet ex prlmo corollario 

77: 

Turn igitur erit 



SCHOLION 1 

616. Nimls operosum est hanc functionum multiplicationem ulterius 
continuare multoque minus legem in earum progressione deprehendere licet. 
Quodsi ponamus brevitatis gratia 



= AP et A Ep* 
ut sit 

= APPA E* et 



hae multiplicationes usque ad quadruplum ita se habebunt; scilicet si 

statuamus 

:j9 et JfT; t=* 4/1 :JP, 
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reperietur 



Quodsi simili uaodo ponamus 

VA(A+Crr + 

erit 

2 PP(2 -$)- 

- 



unde pro quadruplicatione fit 

.%Er 
""' 



Quare si pro octuplicatione statuamus U: # = 811 ;p, erit 



Hinc intelligitur, qnomodo in continua duplicatione versari oporteat, 
neque tamen legem progressionis observare licet. Caeternm cognitio huins 
legis ad incrementum Analyseos raaxime esset optanda, ut inde generatim 
relatio inter z et p pro aequalitate n:# = nll:p definiri posset, quemad- 
modum hoc in capite praecedente successit; hinc enim eximias proprietates 
circa integralia formae C-T^ ^T cognoscere liceret, quibus scientia 

& J y(A+Czz + I}t2*) 

analytica hand mediocriter proinoveretur. 

SCHOLION 2 

617. Modus maxime idoneus in legem progressionis inqnirendi videtur, 
si ternos terminos se ordine excipientes contemplemur hoc modo 



nbi cum sit 

n:x = n\y n\p et n:2 = I 

erit 

9 

Eppyy 

^ 
A- Eppyy 
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imde concludimus 



Ponamus ut ante VA(A + Cpp + Ep*) = AP et A Up* = Aty, et quia 
singulae quantitates x, y, z factorem p simpliciter involvunt, sit 



y=pY et 
erit 



cuius formulae ope ex birds terminis contiguis X et T sequens Z baud 
difficulter invenitur. Quod quo facilius appareat, ponatur 2P= Q et 1 3S = D, 

s\ -y. 

ut sit Z == 1 _ Q YY -^" " am P r ogressio quaesita ita se habebit 



o , 
etc< 



Quaestio ergo hue redit, ut investigetur progressio ex data relatione inter 
ternos termiaos successivos X, Y, Z, quae sit ZS== I _^^YY~ X > existente 
termino primo 1 et secundo = - 



PROBLEMA 80 
618. SiII:s eiusmodi denotet functionem ipsius n, ut sit 



integrate ita swnto, ut evanescat posito = 0, comparationem inter huiusmodi 
functiones transcendentes investigare. 

SOLUTIO 

Stabilita inter binas variabiles x et y hac relatione, ut sit 
'Ay + $ Ellxxy = I V A(A + Cxx + Eaf] 
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seu 

Ax + 2$2/ Ebbxyy = 6 V A(A + Gyy + Ejfy 

sive sublata irrationalitate 

A(xx + yy 66) + 2$8xy Ebbxxyy = 
existente brevitatis gratia S3 = VA(A + (766 + _E6 4 ), erit, uti ante vidimus, 

Ponamus igitur 



ut sit nostro signandi more 

U:x + n\y^ Const. + 

ubi constans ita definiri debet, nt posito o; = fiat / = &. 

Quaestio ergo ad inventionem functionis F revocatur; quern in finem 
loco dy valore ex priori aequatione substituto erit 



verum quia 

I YA(A + Cxx + Ed) = Ay + 3Sx Ellxxy, 
habebimus 

(xx 



Ay + %5x Elbxxy 
Sumamus iam aequationem rationalera 

A(xx + yy 66) + 2^3xy Elbxxyy = 
et ponamus xx-\-yy = tt et xy = u, ut sit 

A(tt 66) + 295w Ebbuu = 
ideoque 

Ebbudu. 
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Cum porro sit xdx ; + ydy = tdt et xdy + ydx = du, erit 

. (xx yy)dx = xtdt ydu 
seu 

A(xx yy)dx = du(Ay + $8x Ellxxy), 
ita ut sit 

dx(xx yy) _ du 
Ay + ^^Ebbxxy = ~~A J 
ex quo deducitur 



et ob ti^H-L^L erit 

+ ENlluu), 



unde integrando elicitur 

3fu 



A A AA 3AA 

Hoc ergo valore substitute ob u = xy habebimus 

\ 



' ' YA 

Cum autem sit 

^A'bl A(xx-\-yy) + 
erit 



cui ergo aequationi satisflt per formulas algebraicas supra exhibitas, quibus 
relatio inter x, y et 6 exprimitur. Quodsi ergo statuatur haec aequatio 

71:^3 + 77: q + II: r 

ea efficitur sequenti relatione inter p, q, r constituta 

(A Eppg_q}r +pVA(A + Cqq + Eq*) + qV A(A + Cpp + jE7/) = 



seu 

(A Epprr)q +pYA(A + Crr + Er 4 '} + rV A(A + Cpp + J7p 4 ) = 
seu 

(AEqqrr)p + qY.A(A + <7rr + iJr 4 ) + rV A (A + Cqq + Eq*) = 
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JVA+2B2 + C*z + 2I>z* + Ez* 



sive per simplicem irrationalitatem 

A(pp + qq rr)-}-2pqVA(A + Crr + _2Jr 4 ) Eppqqrr = 



seu 

A(pp + rr qq) + 2pr}/A(A + Cqq + Eq 4 ) Eppqqrr = 
seu 

A(qq + rrpp)-^2qrYA(A + Cpp + Up 4 ') Eppqqrr = 

penitusque irrationalitate sublata 



r 4 * 2AHppqqrr(pp + qq + rr) 
-f A A(p 4 + # 4 + ^ 4 2ppqq 2j?jprr 2qqrr) = 0. 



COROLLAEIUM 1 

619. Sit ^ = r = s, ut habeamus hanc aeqnationem 

_ , rt r-r Mpss , JVps^ /,/ , N 1 
JZ:^ + 2/7: s = -^- + ^-~ (A(pp + 2 SS ) - - 

cui satisfacit haec relatio 

(A JE?s*)jp + 2sl/A(A + (7s5 + jBs 4 ) 0. 

COROLLAEIUM 2 

620. Sumamus s negative et loco p substituamus ibi hunc valorem, ut 
habeamus 



+ IAVA ( A(pp + m + rr] - 3 

existente 



_ Css 

p _ ...... -j 

unde fit [ 615] 



qui valores in superioribus formulis substitui debent. 
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COEOLLAEIUM 3 

621. Hoc modo effici poterit, ut partes algebraicae evanescant atque 
functiones transcendentes solae inter se comparentur. Veluti si esset JftT 0, 
statui oporteret ss = qr, ut fieret 



At posito ss = qr fit 



* A Eqqrr 

Est vero etiam 



* A-Eqqrr 

quibus valoribus aequatis oritur haec aequatio 

(A A + jEJEgfr^^q 6qr + rr) 8Cqqrr(A + Eqqrr) 
2AEqqrr(qq + lOgr+rr) = 0. 

SOHOLION 

622? Si 77 : # exprimat arcum cuiuspiam lineae curvae respondentem ab- 
scissae vel cordae #, hinc plures arcus eiusdem curvae inter se comparare 
licet, ut vel differentia binorum arcuum fiat algebraica vel arcus exhibean- 
tur datam rationem inter se tenentes. Hoc modo eiusmodi insignes curva- 
rum proprietates eruuntur, quarum ratio aliunde vix perspici queat. Com- 
paratio quidem arcuum circularium ex elementis nota per caput praecedens, 
ut vidimus, facile expeditur, unde etiam comparatio arcuum parabolicorum 
derivatur. Ex hoc autem capite comparatio arcuum ellipticorum et hyper- 
bolicorum simili modo institui potest; cum enim in genere arcus sectionis 

conicae tali formula exprimatur 

* 

r, -n/a + lxx 
haec transformata in istam 



Y(ac+ (ae + 'bc)xx - 

per praecepta tradita tractari potest ponendo A = ac, C=ae-\-bc, E=be 
et L = a, M=b atque JV==0. Haec autem investigatio ad formulas, qua- 
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JA + 2Bz + Csz2Ez* Ez* Wc> 



rum denominator est Y(A + 2Bz + 0** + 2J9/+ J&**), extend! potest simi- 
lisque est praecedenti, quam idcirco hie sum expositurus, unde simul patebit 
hunc esse ultimum terminum, quonsque progredi liceat Formulae enim 
integrales magis complicatae, ubi post signum radicale altiores potestates 
ipsius $ occurrunt vel ipsum signum radicale altiorem dignitatem involvit, 
hoc modo non videntur inter so comparari posse paucissimis casibus exceptis, 
qui per quampiam substitutionem ad huiusmodi formam reduci queant. 



PEOBLEMA 81 
623. Si II: z eiusmodi functionem ipsius $ denotet, ut sit 

yj, == f 

J 



Jmiusmodi functiones inter se comparare. 

SOLUTIO 
Inter binas variabiles x et y statuatur relatio hac aequatione expressa 

unde cum fiat 

2 y($ ~\~ ox -j- xcc) cc 

/y 41 -..._..... _ ; J __ 

yj >y + 2sx+xx 

erit radice extracta 



"" ^ ~ 8x "" XX + y^ + ^ + g^ 2 ~(ot + g4 



Reducatur signum radicale ad formam propositam ponendo 

(3j3 ay = Am, (}$ as fty = Bm, 



unde ex sex coefficientibus a^ ft, y, S 9 s, % quinque definiuntur, atque ad 
sexturn insuper accedit littera m, ita ut aequatio assumta adhuc constantem 

51* 
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arbitrariam involvat Inde ergo, si brevitatis gratia ponamus 

V(A + 2Sx + Cxx +.2Dfl? 8 .+ W) = X 



et 

Y(A + 2% + Cyy + 2Dy 3 + Ey*) - 7, 
habebimus 



et 



At aequatio assumta per differentiationem dat 



quae expressiones quia cum superioribus conveniunt, dant 



^ sen 



unde integrando colligimus 

II: x + U\ y = Const., 

quae constans, si posito x = fiat y = 1 9 erit = 17: + 77: &, vel in genere si 
posito a? = a fiat y = 6, ea erit 77: a + II: b. Quodsi ergo litterae a, ft, y, 
3, e, per conditiones superiores definiantur, aequatio assumta algebraica 
inter x et y erit integrale completum huius aequationis differentialis 

dx I dy 



COKOLLAEIUM 1 

624. Ad has litteras a, (3, y, d, e, ' definiendas sumantur primo aequa- 
tiones binae ad dextram positae, quae sunt 

($ y)/? as Bm et (tf 7)5 /? 
unde quaerantur binae /? et e, reperieturque 
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COROLLAEIUM 2 

625. Sit brevitatis gratia d~y = A seu d = y -\- 1; erit 

,, DK + BJL , JS + -DA 

0=-Ti-7-"* et e==-^T- m. 

/,/ AX, Kg 

lam ex conditione prima et ultima oritur 



ubi illi valores substituti praebent -^-^*-- m == At, Ea, unde fit 






At ex prima et ultima sequitur 

DD/3/3 BBse + r (BB%DDa} = (ADD BBE]m, 

unde colligitur 

(At, Ea)((AD D - BBE) II + 2 ~BD(Al Ea)l + ABB^ DDEccct) 



COROLLARIUM 3 
626. Superest tertia aequatio 

2yA + n 2/?e a? = Cm, 
et cum pro m substitute valore sit 

_ (A I- JE*)(DK + BJ) , (AZ-E 

' 



si isti valores substituantur, commode inde colligitur 



SCHOLION 1 

627. Quia his valoribus uti iion licet, quoties fuerit 
aliam resolutionem huic incommodo non obnoxiam tradam. 
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Posito d = y -f A sit insuper A A = a + ^, ut primae formulae flant 

/? = (Da + -B A) et 6 = - (JB + DA). 
^ ^ 

lam prima et ultima iunctis prodit 






qua aequaticme ratio inter a et definitur; quae cum sufficiat, erit 

et ^ = i 7 DDm 



hincque 

U = /a + ^ BBm)(fiEDDm), 

unde colligimus 






Valores a et ^ in formula Corollarii 3 substituti dant 



2m ' : 

cuius quadratum illi valori a % + P aequatum perducit ad hanc aequationem 

lA,(fjL Cwif + 4(J5D AE}mmfji + 4(J.DD BCD + BBE}m* = 4mm; 
ad quam resolvendam ponatur /a = Mm fletque 

_ 4 

M(M Cy + 4:M(D AE) + 4( ADD BOD + BBEj 

atque Me est M constans ilia arbitraria pro integrali complete requisita. Hoc 
modo omnes litterae a, /3, y, d, e, eodem denominator affecti prodibunt, 
quo omisso habebimus 



a 



- BB], j3 = 2B(M- C] + 4^iD ? y - 4^^- (If- (7) 3 ? 



quibus inyentis aequatio nostra canonica 

a + 2/?(a? + y) + y(xx + yy) + 2dxy ca; a; 
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si brevitatis gratia ponamus 

M(M C} 2 + M(BD AE] + 4(>4DD BCD + 
resoluta dabit 

y(y 



quae ergo est integrale completum huius aequationis differentialis 

L 



SCHOLION 2 

628. Cum hie ab idonea coefficientium determinatione totum negotium 
pendeat, operae pretium erit earn luculentius exponere. Posito igitur statim 
(J y + ^ e< fc AA = Mm qninque conditiones adimplendae sunt 

I. {3 {3 ay = Am, II. 6 

III. /?A ae = J?m, IY. <a 

V. Jf m + 2j/A 2/?e = Cm. 

Hinc ex tertia et quarta combinando dedncitur 

+Da) = /3(AA ^) /?Jfw, ergo /3 = 

+ J5^) = g(AA a^) = eJfm, ergo s == - i - 

JjJL 

lam ex prima et secunda elidendo y oritur 

f A* -n \ 

m(AQ Ea) = 



hincque 

^ Jf J?.B) a(^Jf DD) , 
quare statuatur 

a - n(AM BB] et l;^n(EM DD). 



Turn vero indidem est 

sen y(JL^ Ea) 
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pro qua tractanda cum sit pro a et substitutis valoribus 
{3*=nAD + -==(& nBD) et e = nBE 

sit brevitatis ergo A nBD^nMN,.ui habeamus 

et e = 



et quia 
atque 

ABB Epp = nn(ABBEE+ADDNN AAVDE BBENN] 
seu 

Ase Efift = nn(BBE ADD}(AE NN), 



fiet 

Cum autem sit 

A = ^(j?D + MN) et AA nn(A M - BB}(EM DD) + Mm, 
erit 

lf m = nn(2BDMN + MMNN AEKM + M(ADD + BBE)} 
seu 

m = nn(2BDN + MNN AEM + J.DD + BBE\ 

Denique aequatio quinta fie yh = -m(M C) evoluta praebet 

fie y)i = nn((AD + BN)(BE + 

= nnN(2BDN + Jf NN - AEM + J[DD + BBE] = JVm, 

unde fit N=^(M (7), ac propterea 

m== nn(BD(M 0) + ~Jf(Jf (7) 2 - ^Li/Jf + ^DD + 
Hincque sumendo n = 4 superiores valores obtinentur. 

EXEMPLTJM 1 

629. Imenire integrate completum hums aequationis differentialis 

H.V\ /7/v 

T + 
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J 






Hie est x = p, y = q, A = a, B = |&, (7=0, Z> = 0, E=Q, unde fiunt 
coefficientes 



= 4oJf 66, /? = 

et 

^ = Jf 3 , 
unde integrale completum erit 



geu - MMq = + 



q) = %YM(a + &j9) vel 6 + Jf (q p] = + 2 

quae signa ambigua radicalium cum signis in aequatione differential! con- 
venire debent. 

EXBMPLUM 2 
630. Invenire integrale completum huius aeguationis differentialis 

, ____ dq = 

~ 



Sumto x = p et y = q erit A = a, J5 = 0, (7 = 6, D = 0, [jEJ = 0], ergo 
a = 4$lf , /3 = 0, y = (Jfef ?/) 2 ? ^==0, =0, d = JfefJf 66 

atque 

z/ = Jf ( Jf 6) 2 ? 

unde integrale completum in his aequationibus continebitur 

(MM ll}p (M Vfq = + 2(Jlf 6) T/Jf (a + 6#p) 



seu 

(If 4~ 6)_p (If 



et 

(M + 6)? - (M - l)p = + 2YM(a + 



EXEMPLUM 3 
631. Invenire integrale completum huius aeguationis differentialis 

*P I . *_ _ Q 

y(a + &^)" r l/(a + ^) 
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Sumto x=p, y = q erit A**a, = 0, (7=0, D = ^b, E== > er 
= 4aJf, /? = 2&, / = JOf, = &&, e=bM, S = MM 



et 

^/=Jf 5 

tinde integrale completum 

2a& + JOfjp + J Jfjpjp + ?( MM +2bMp Upp) = + 2 l/(Jf 3 + all] (a 

sive 



et 

2a6.+ Jf 2 (lf + 6j) XJf ^) 2 = 



EXEMPLUM 4 

632. Invenire integrale completum Jiuius aequationis differentialis 

dp tig 

I _ /, 



Posito a; = ^), y = ^ erit J. = a, 5 = 0, (7=0, D = 0, E=l, ergo 

JfJf, ^ = 4&Jf, e = 0, <? = 



et 

^ 
unde integrale completum 

, (MM + 4a6)jp + 2(4a& Jf If 



EXEMPLUM 5 
633. Invenire integrale completum Jiuius aequationis differentialis 

I 

' . T //" 



Ponatur o;=jpj9 et y = qq atque aeqnatio nostra generalis induet posito 
A = hanc formam 
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- : - : y + ZBz + Czz 2 s-Ss 



Fieri ergo oportet Ba, (7 = 0, D=0 et E = b, unde coefficientes ita 
determinantur 



a = -aa, /3 = aM, y = - MM, ^ = 4bM, e = 2ab, S = M M 
et 



ergo integrale completum 

all + MMpp + 2a&j>* + qq( MM + labpp + 



sve 

M M 



aaV) (a 

COEOLLAEIUM 

634 Si sumatur constans Jf= faab, ut sit Jf 3 + aa& = 0, prodibit 
integrale particulare, quod ita se habebit 



quod aequationi differentiali utique satisfacit. 

PEOBLEMA 82 

635. Proposita hac aequatione differentiali 



| 



...... _ __ ____ = 

Y(a + Ipp + ctf + ejp) y( a + bqq + cq* + e<f) 

eius integrale completvm algebraice assignare. 

SOLUTIO 

Aequatio praecedens diflferentialis algebraice integrata ad hanc formam 
reducitur ponendo xjpp et y=>qq atque A = Q; prodibit enim 



| 

*} 



52* 
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Qnare tanturn. opns est, ut fiat 

.4-0, .J3-^a, (7-6, D = |o, Ee,. 
unde coefficientes a, /?, y, #, , ita definientur 



aa, /? a(Jf J), r == (Jf &) 2 , 

cc, =c(Jf 6) + 2ae, <? = M M && + ac, 
ale + aa6 = (Jf 6) 3 



Mncque integrate completum ob constantem M ab arbitrio nostro pendentem 
erit 

(3 



quae binae quidem aequationes inter se conveniunt, sed ob ambiguitatem 
signorum in ipsa aequatione differentiali ambae notari debent ambiguitate 
inde snblata. Utrinque antem haec aequatio rationalis resultat 

= a + 2/3(pp + qq) 



COEOLLAEIUM 1 

636. Si constans M ita sumatur, ut fiat J=0, obtinetur integrale 

particulare huius formae 

E + Fpp 

nn ; _ *: c 

qq G + Hpp' 
quod etiam. a posteriori cognoscere licet. Ut enim satisfaciat, sumi debet 

a a 3 + IEG a + c EEa + e E* = 0, 
unde ratio E : G definitur; turn vero invenitur F = G et deniq 



ue 



aE 
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J 4. 2 * f ^ t - LO 



COKOLLAJRIUM 2 
637. Constans M ita mutetur, ut sit Jf&=^, fietque 

--., 0-^, 7 = _- 



et 



et aequatio integralis erit 



qq(aa 2aff(c + 2e//)jpjp + fftccff ibeff 4ae)jp*) 

ef )(o + tpp + c/ + ep"), 



unde patet posito j) = fore g_g_==ff- 

COEOLLAEIUM 3 
038. Haec aequatio facile in hanc formam transmutatur 



affla + Ipp + cp* + ep] + app(a + lff+ cf + *f) 
qq(a cffpp)* aeffpp(ff pp)' + 4effppqq(aff+ app 
== + 2/jp |/a(a 



unde statim patet, si sit e = 0, fore hanc aequationem radicem extrahendo 

fVa(a + bpp + cjp*) + J5 l/a(a + 6/7+ cf) = q(a - effpp) , 
quae est integralis completa huius differentials 

- 
* 



prorsus ut supra [ 607] iam invenimus. 
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COBOLIABIUM 4 

639. Simili modo patet in genere, quando e non evanescit, integrale com- 
pletum ita commodius exprimi posse 



a(a + 1>ff+ cf + 
= qq(a cffppf + aeffpp(ffppf 4effppqq(aff + app -f 6/TjPJP), 



quae ergo, cum posito jp = fiat q = f, respondet huic functionum transcen- 
dentium relationi 



SCHOLION 1 

640. Genera igitur functionum transcendentmm, quas hoc modo perinde 
atque arcus circulates inter se comparare licet, in Ms binis formulis inte- 
gralibus continentur 



Y(A + 

neque haec methodus ad alias formas magis complexas extendi posse videtur. 
Neque etiam posterior in denominatore potestates impares ipsius z admittit, 
nisi forte simplex substitutio. reduction! ad illam formam sufficiat. Facile 
autem patet liuiusmodi formam 



hac methodo tractari certe non posse. Si enim coefficientes ita essent com- 
parati, ut radicis extractio succederet, talis formula 



prodiret; cuius integratio cum tarn logarithmos quam arcus circulares invol- 
vat, fieri omnino nequit^ ut plures huiusmodi functiones algebraice inter se 
comparentur. Caeterum prior formula latius patet quam posterior, cam haec 
ex ilia nascatur posito -4 = 0, si zz loco & scribatur. De priori autem notari 
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_ . J 






meretur, quod eandem formam servet, etiamsi transformetur hac substitutione 

/y _1_ /? m 

= 

prodit enim 



__ _ _ __ 

(^ 

ex quo intelligitur quantitates a, /?, ;/, <? ita accipi posse, ut potestates im- 
pares evanescant. Vel etiam ita definiri poterunt, ut terminus primus et 
ultimus evanescat; turn enim posito y=~uu iterum forma a potestatibus im- 
paribus immunis nascitur. 

SCHOLION 2 

641. Sublatio autem potestatum imparium ita commodissime instituitur. 
Cum formula 

A 



certe semper habeat duos factores reales, ita exhibeatur formula integralis 

r d 

J Y(a + 21)0 + c 



quae posito = ^t^ abit in 

r ...... .. 

J /a( + )* 



_______ 

+ /Jy)(y + dy)^ 
ubi denominatoris factores evoluti sunt 



(a rr + May + caa) + 2(a r S + lad + l{3y + c 

(fyy + 2 gay + haa] + 2(fyS + gad + gfiy + hafiy + 

quodsi iam utroque terminus medius evanescens reddatur, fit 

S _ 67 ca gy ha 

p ay + ba fr+ga 

hincque 

bfyy + (bg + of)ay + cgaa = agyy + (ah + bg}cty -f IJiaa 
seu 
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unde fit 



Hinc sufficere posset eas tantum formulas, in quibus potestates impares de- 
sunt, tractasse, id quod initio hums capitis fecimus, sed si insuper numerator 
accedat, haec reductio non amplius locum habet, 



PROBLEM! 83 

642. Denotanfe n numerum integrum quemcunque invenire integrate completum 
algebraice expressum Jiuius aequationis differentialis 

dy ndx 



SOLUTIO 

Per functiones transcendentes integrale completum est 

17: y = nil: x + Const. 

At ut idem algebraice expressum eruamus, posito M C=L sit per formu- 
las supra ( 627) inventas 

a = 4,(ACSS + AL), j3 = 4AD + 2BL, r 4AE LL, 
Z ^CEDD + EE), e~=4BE+2DL, S = 4,AJS+ 4J5D + 2CL + LL 

et 

^ = if + CLL + 4:(BD AE}L + 4(ADD + BBE ACE}. 

Quibus positis si fuerit 



Cqq + 
erit jfZ; g = IT:jp + Const. 
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_ _ _ JVU + *B* + Cgg + 2Ds* + E** ^ L * 





Cum autem hae duae aequationes inter se conveniant et in hac ratio- 
nali contineantur 

a + 2/30 + 2) + y(Pl> + ffff) + 2<ty 2 + 2epq(p + q) + &pqq = 0, 

si sumamus posito p = a fieri # = 6, constans ilia i ita definiri debet, ut sit 

a + 2/3 (a + 5) + y(aa + 66) + 2<?a6 + 2^aJ(a + 6) + ^aa66 0, 

eritque 

/Trg /r:# + Zr:6 7T: a, 

ubi iam nullum inest discrimen inter constantes et variabiles. Ponamus ergo 
6 =jp ; ut sit 



atque huic aequationi superiores aequationes algebraicae conveniunt, si modo 
quantitas L ita definiatur, ut sit 



a + 2{3a +$>) + y(aa +pp) + 2dap + 2eajp(a +p) + laapp = 0, 
unde deducitur 

|i(p a) 2 = ^t + B(a +p) + Gap + Dajp(^ + ^p) + Eaapp 
(7aa + 2Da 3 + jBa 4 )(^ + 2J5j} + Cpp + 2 Dp* 



* 



Hoc ergo valore pro L constitute indeque litteris a, 0, y, tf, e, J per superi- 
ores formulas rite definitis, si iam p et q ut variabiles, a vero ut constantem 
spectemus, erit haec aequatio 



a + 2/?(p + ff) + J/OP# + g) + 2d^g + 2spq(p + q) + ppqq = 
integrale completum hums aequationis differentials 

_______ ___ _ dq ^ 



_ 
^ 

Postquam hoc modo q per jp definivimus, determinetur r per hanc aequationem 

a + 2{3(q + r) + y ( 2fi r + rr) + 2cr^r + 2eqr(q + r) + fggrr = ; 



erit 

n:r~n:q = II:p~~~n:a, 
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quoniam posito q = a et r=j? littera L, quae in valores a, /?, y, d, s 9 % in- 
greditur, perinde definitur ut ante. Quare cum sit II: q = 2II:p IT: a, erit 



II; r = 3II:p 211: a, 

unde sumto a constante ilia aequatio algebraica inter q et r, dum q per 
praecedentem aequationem ex p definitur, erit integrale completum huius 
aequationis differentialis 

dr 



Y(A + 2Br + Crr + 2Dr*+ Er^ Y(A + 2Bp + Cpp + 2 Dp* 
Hoc valore ipsius r per p invento quaeratur s per hanc aequationem 

a + 2/?(r + s) + y(rr + 55) + 23rs + 2^rs(r + s) + tyrse = 
retinente L semper valorem primo assignatum eritque 
n\s n:r = n\ n:a seu 77: s 



unde ista aequatio algebraica erit integrale completum huius aequationis difle- 
rentialis 



(755 + 2D5 3 + jBs 4 ) ]/(^L + 2Bp + Cpp 



Cum hoc modo, quousque libuerit, progredi liceat, perspicuum est ad integrale 
completum huius aequationis differentialis inveniendum 

_ d0_ ___ ndp 



2 Sp + Cpp 
sequentes operationes institui oportere: 

1) Quaeratur quantitas L, ut sit 

~^L(p of = A + B(a +p) + Cap + Dap(a +p) + Eaapp 
V(A + 2Ba + Caa + 2Da 3 + Ecf}(A + 2Bp + Cpp + 2D^ S + 

2) Hinc determinentur litterae a, (3, y, $, s, % per has formulas 

BB + -4), /5 = 4 AD + 25i, y = 4AE LL, 

2CL 
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3) Formetur series quantitatum p, q, r, s, t, . . . 2, quarum prima sit p, 
secunda q, tertia r etc., ultima vero ordine n sit g, quae successive per has 
aequationes determinentur 



^ 

a + 2/3 (# + r) + y(qq -f rr) + 2<?#r + 2gr (# +-r) + qqrr == 0, 
a + 2/3(r + s) +y(rr + ss) +23rs +2ers(r + s) +%rrss =0 

etc., 
donee ad ultimam ^ perveniatur* 

4) Eelatio, quae line concluditur inter p et s, erit integrale completum 
aequationis differential propositae et littera a vicem gerit constantis arbitra- 
riae per integrationem ingressae. 

COKOLLARIUM 

643. Hinc etiam integrale completum inveniri potest huius aequationis 
differentialis 



V(4- 

designantibus m et n numeros integros. Statuatur enim utrumque membrum 

du 

= . 

et quaeratur relatio tarn inter x et u quam inter y et u\ unde elisa u orietur 
aequatio algebraica inter x et y. 

SCHOLION 

644. Ne hie extractio radicis in singulis aequationibus repetenda arnbi- 
guitatem creet, loco uniuscuiusque uti conveniet binis per extractionem iam 
erutis. Scilicet ut ex prima valor q rite per p definiatur, primo quidem 
habemus 

/3 dp G$>p -j- 2 y^(A + 2 Sp + Cpp + 2 Dp^ + Ep 4 *) 

turn vero capi debet 

53* 
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similique modo in relatione inter binas sequentes quantitates investiganda 
erit procedendum. 

Caeternm adhuc notari convenit numeros integros m et n positives esse 
debere neque hanc investigationem ad negatives extendi, propterea qnod 

formula differentialis 

'. d* 



posito $ negative naturam suam inutat. Interim tamen cnm hanc aequali- 
tatem ./!:# + IT: y = Const, supra algebraice expresserimus, eius ope quoque 
ii casus resolvi possunt, ubi est m vel n numerus negativus; si enim fuerit 
II\z = nri:p + (7, quaeratur y, ut sit II: y + II: & == Const., eritque 

fl\y = nll:p + Const. 



PROBLEM! 84 
645. Si II: # eiiismodi functionem transcendentem ipsius z dcnotet, ut sit 

IT. = f 

* ~J 



comparationem inter Jiuiusmodi functiones investigare. 

SOLUTIO 

Ex coefficientibns A, B, C, D, E una cum constante arbitraria L deter- 
minentur sequentes valores 

a = 4,(AC BB + AL\ (3 = 4J.D + 2BL, y = AE LL, 
-*(CEDD+EL), =4J5^+2Di, S = AE + 4.BD + 2GL + LL 

et inter binas variabiles a? et y haec constituatur relatio 

a +.20(0 + y) 4- rO*^ + yy) + 2 ^^2/ + %e%y(% + y) + 
eritque 4 

i 
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_ _ _ ______ _ / J/C^-f 2JBa+Cjfs+22)g + .gj) _ ^ AX 

pro qua sine anibiguitate habetur 



existente 

^/= i + Ci 2 + 4(_D ^L JB)Ii + 4(^DD + BB E - A CE}. 
. Quare si ponamus 

, tfy (g + % + % 2 + 3) j/ 8 + (By*) = 2c 



ut sit 

77: a? + JT: y = Const. + 
erit 



sen 

^7= ^(^(^"y) + g(^ 2 - 
ft + 3x + BXX 

Ponatur nunc x + y = t et xy=u, et quia d^j + dy = <^^ et o;c?2/ + ydx 
erit dx= x ~ d *^ u ~ seu (x y)dx = xdt du, turn vero est # y + ]/Y~W 
At his positionibus aequatio assumta induit hanc formam 



u = 0, 
unde fit differentiando 

dt((3 + yt + au) + dw((y 7 + st + ?w) = 0, 



7 , <2w(y y 4- st-- , 

ergo rf = - ............... ^-rr^ i ....... -*-*-* et 

o ^ gw 



sve 



sicqne habebimus 

dx(xy) _ du 

~ "" ~ 
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ergo 



. * ' ft-t-yt 
sen 



Est vero aequatione ilia resoluta 



sen [ 628] 

. 

. 
unde conficitur 



. 
ideoque 

n:x + II:y = Const. - 
Vel cum reperiatur 



quae expressio abit in hanc [ 628] 
_ - (J - y) - 



inde fit 



._ df (SB + g< + S(- u) 
sicque habebimus per 



: y == Oonst , 

J 



quae expressio, nisi sit algebraica, certe vel per logaritnmos vel arcus circu- 
lares exhiberi potest. Turn vero post integrationem tantum opus est, ut 
loco t restituatur eius valor x-\-y. 
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J _ _ JT/(J^2.B*+g** + aZ)* + .g.g*) 



COEOLLAEIUM 1 

646. Si velimus, ut posito x = a fiat y =&, constans L ita debet definiri, 
ut sit 



V(A + 2Ba + Caa 

turn igitur constans nostra erit = JT:a + 77:# integrali postremo ita sumto, 
ut evanescat posito t = a + 6. - 

COEOLLAEIUM 2 

647. Eodem modo etiam differentia functionum 17 : x II : y exprimi 
potest mutando alterutrius formulae radicalis signum, quo pacto formularum 
differentialium signum alterius convertetur. 

COEOLLAEIUM 3 

648. Quantitas F comparationi harum functionum inserviens erit 
algebraica, si haec formula differentialis 



integrationem admittat, quia altera pars -y(S) + 2@) per se est inte- 
grabilis. 

SCHOLION 

649. Hoc ergo argumentum plane novum de comparatione huiusmodi 
functionum transcendentium tam copiose pertractavimus, quam praesens in- 
stitutum postulare videbatur. Quando autem eius applicatio ad compara- 
tionem arcuum curvarum, quorum longitude huiusmodi functionibus exprimitur, 
erit facienda, uberiori evolutione erit opus, ubi contemplatio singularium 
proprietatum, quae hoc modo eruuntur, eximium usum alfferre poterit. Com- 
mode autem hoc argumentum ad doctrinam de resolutione aequationum dif- 
ferentialium referri videtur, siquidem inde eiusmodi aequationum integralia 
completa et quidem algebraice exhiberi possunt, quae aliis methodis frustra 
indagantur. Nunc igitur huic section! finem faciet methodus generalis 
omnium aequationum differentialium integralia proxime determinandi. 



OAPUT VII 

DE mTEGEATIONE AEQUATIOMJM DIFFEEENTIALIUM 

PEE APPEOXIMATIONEM 

PEOBLEMA 85 

650. Prcposita aeguatione differential quacunque eius integrate completwn 
vero proxiwie assignare. 

SOLUTIO 

Sint x et y binae variabiles, inter quas aequatio differentialis proponitur, 
atque haec aequatio huiusmodi habebit formam, ut sit ^ = V existente V 

Cu OC 

functione quacunque ipsarum x et y. lam cum integrate completum desi- 
deretur, hoc ita est interpretandum, ut, dum ipsi x certus quidem valor, puta 
x = a, tribuitur, altera variabilis y datum quemdam valorem, puta y = 6, 
adipiscatur. Quaestionem ergo primo ita tractemus, ut investigemus valorem 
ipsius y, quando ipsi x valor paulisper ab a discrepans tribuitur, seu posito 
# = a + ^ vi quaeramus y. Cum autem a> sit particula minima, etiam valor 
ipsius y minime a & discrepabit; unde, dum x ab a usque ad a + co tantum 
mutatur, quantitatem V interea tanquam constantem spectare licet. Quare 
posito x = a et y = l fiat V=A et pro hac exigua mutatione habebimus 
|| = ^1 ideoque integrando y = & + A(x ~ a), eiusmodi scilicet constante 
adiecta, ut posito x = a fiat y = l. Statuamus ergo x = a -f co fietque 



Quemadmodum ergo hie ex valoribus initio datis x = a et y = & proxime 
sequentes ^ = a+w et ^/ = & + ^ica invenimus, ita ab his simili mo do per 
intervalla minima ulterius progredi licet, quoad tandem ad valores a primi- 
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tivis quantumvis remotes perveniatur. Quae operationes quo clarius ob 
oculos ponantur, sequent! modo successive instituantur. 



Ipsius 



y 
v 



valores successivi 



l 



a, a, a, tf", a . . . '%, x 

J, V, .V, V", V, ... >y, y 

A, A, A', A", A\ . . ..'7, 7. 



Scilicet ex primis x a et y = 6 datis habetur 7 .4, turn vero pro secundis 
erit V=l + A(a' a) differentia a' a minima pro lubitu assumta. Hinc 
ponendo x = a' et y = V colligitur Y=A indeque pro tertiis pbtinebitur 
V'=V+A(a" a'}, ubi posito # = a"'et y = V invenitur F=-4". lam pro 
quartis habebimus J'" &"+ A"(cr a"} Mncque ponendo a? = a w et y = I'" 
colligemus F = J. w sicque ad valores a primitivis quantumvis remotos pro- 
gredi licebit. Series autem prima valores ipsius x successivos exMbens pro 
lubitu accipi potest, dummodo per inter valla minima ascendat vel etiam 
descendat. 

COROLLAEIUM 1 

651. Pro singulis ergo intervallis minimis calculus eodem modo insti- 
tuitur sicque valores, a quibus sequentia pendent, obtinentur. Hoc ergo 
modo singulis pro x assumtis valoribus valores respondentes ipsius y assignari 
possunt. 

COEOLLABITTM 2 

652. Quo minora accipiuntur intervalla, per quae valores ipsius x pro-, 
gredi assumuntur, eo accuratius valores pro singulis eliciuntur. Interim 
tamen errores in singulis commissi, etiamsi sint multo minores, ob multitu- 
dinem coacervantur. 

COEOLLARIUM 3 

653. Errores autem in hoc calculo inde oriuntur, quod in singulis inter- 
vallis ambas quantitates x et y ut constantes spectemus sicque functio F 
pro constante habeatur. Quo magis ergo valor ipsius F a quovis intervallo 
ad sequens immutatuf, eo maiores errores sunt pertimescendi. 

LEONHAKDI EULERI Opera oinnia In institutiones calculi integralis 54 



426 LIBRI PBJOBIS PARS PBIMA SECTIO SEOUHDA CAPUT VII 654-656 [496-497 

SCHOLION 1 

654. Hoc incommodum imprimis occurrit, ubi valor ipsius F vel evanescit 
vel in infinitum excrescit, etiamsi mutationes ipsis x et y accidentes sint 
satis parvae. His autem casibus errores saltim enormes sequenti modo evi- 
tabuntur: Sit pro initio huiusmodi intervalli x = a et y = &, turn vero in 
ipsa aequatione proposita ponatur x*=a.-\-to et y = I + y/, ut sit = . F, in 
F autem ita fiat substitutio x = a + co et y = I + 1//, ut quantitates o> et ^ 
tanquam minimae spectentur, reiiciendo scilicet altiores potestates prae in- 
ferioribus; hoc enim modo plerumque integratio pro his intervallis actu institui 
poterit. Hac autem emendatione vix unquam erit opus, nisi termini ex ipsis 
valoribus a et & nati se destruant. Yeluti si habeatur haec aequatio 



aa 



^ _ 

dx xx yy 

ac pro initio debeat esse x = a et y = a; iam pro intervallo hinc incipiente 
ponatur x = a + w et y = a + y habebiturque 



aa 



sen (dv~2ydy = ada) seu co ^-, quae per e=l 



multiplicata et integrata praebet 



quia posito to = fieri debet ^ = 0. Hinc ergo habetur m = ~^- = ~^ 
seu a(o' a) = (&'_ ft) 2 existente & = a, unde colligitur pro sequente inter- 
vallo &'==6-f]/_a(a' a), quo casu patet valorem x non ultra a augeri 
posse, quia y fleret imaginarium. 

SCHOLION 2 

655. Passim traduntur regulae aequationum differentialium integralia per 
series infinitas exprimendi, quae autem plerumque hoc vitio laborant, ut 
integralia tantum particularia exhibeant, praeterquam quod series illae certo 
tantum casu convergant neque ergo aliis casibus ullum usum praestent. 
Veluti si proposita sit aequatio 
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iubemur huiusmodi seriem in genere fingere 

qua substituta fit 

a?"" 1 -}- (a - 



427 



etc. 



+ 



B + 



G 



atxr 



0. 



Statuatur ergo -l = rcseu 

terminis ad nihilum reductis 
habebitur haec series 



eritque .4 = ~^, turn vero reliquis 
D = ^ etc. sicque 






_ aa . 
( + I) ( + 3) ( + 3) (n + 4) + etc< 

Verum hoc integrate tantum est particular^ quoniam evanescente x simul y 
evanescit, nisi w + 1 sit numerus negativus; turn vero haec series non con- 
vergit, nisi x capiatur valde parvum. Quamobrem hinc minime cognoscere 
licet valores ipsius y, qui respondeant valoribus quibuscunque ipsius x. Hoc 
autem vitio non laborat methodus, quam hie adumbravimus, cum primo 
integrale completum praebeat, dum scilicet pro dato ipsius x valore datum 
ipsi y valorem tribuit, turn vero per intervalla minima procedens semper 
proximo ad veritatem accedat et, quousque libuerit, progredi liceat. Sequenti 
autem modo haec methodus magis perifici poterit. 



PEOBLBMA 86 

656. Methodum praecedentem aequationes differentiates proxime integrandi 
magis perficere, ut minus a veritate aberret. 

SOLUTIO 

Proposita aequatione integranda || = V error methodi supra expositae 
inde oritur, quod per singula intervalla functio V ut constans spectetur, cum 
tamen revera mutationem subeat, praecipue nisi intervalla statuantur minima. 
Variabilitas autem ipsius F per quodvis intervallum simili modo in com- 

54* 



428 LIBRI PBIOBIS PAES PEIMA SECTIO SEOUNDA CAPUT VU 656658 [498-500 

putum duci potest, quo in sectione praecedente 321 usi sumus. Scilicet si 
iam ipsi x conveniat y, ex natura differentialium ipsi x ndx vidimus con- 
venire 

qui valor sumto n infinite erit 



- _ 

1-2 1-2-3 1- 2-3-4 



Statuatur iam x ndx = a et ' v ndii + ^ "'*'* 4- * td 'v 

y ^ ' 1-8 1-2- 3^1- 2-3- 4 

hxque valores in quovis intervallo nt primi spectentur, dum extremi per 
x et y indicantur. Cum igitur sit n = ^, fiet 



= ft 4. 



quae expressio, si a? non multum superat a, valde convergit ideoque ad- 
modum est idonea ad valorem y proximo inveniendum. Verum ad singulos 
terminos huius seriei evolvendos notari oportet esse || = F hincque ^f = 
Cum autem F sit functio ipsarum a? et y, si ponamus rfF= Jf ^ + 5"^, ob 
j^. == F ent -^ = Jf 4- J^F seu exprimendi modo iam supra exposito 



\dx'\dy. 
quae expressio uti nata est ex praecedente || = V, ita ex ea nascetur sequens 



dx* 

Quoniam vero ipse valor ipsius y nondum est cognitus, hoc modo saltern 
obtinetur aequatio algebraica, qua relatio inter & et y exprimitur, nisi forte 
sufficiat in terminis minimis posuisse y = l. 

Altera autem operatic 322 exposita valorem ipsius y, qui ipsi x in fine 
cuiusque intervalli respondet, explicite determinabit, cum in initio eiusdem 
intervalli fuerit x = a et y 6. Cum enim hinc posito x = a -\-nda, 



si- 
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quidem a et I ut variabiles spectemus, fiat 

etc., 



quia est n = -~ ideoque numerus infinitus, erit 



da ~f~ l 

Est vero ^ = F, siquidem in functione F scribatur x = a et y = b; turn vero 
iisdem pro x et y valoribus substitutis erit 



et 



da* 



unde sequentes simili modo formari oportet. Sit igitur, postqnam scripserimus 

x == a et y = 6, 



J5 etc. 
ac valori # = a + w' conveniet iste valor 

y = 6 + ^ w + J?o> 8 + 6V ~- 



qui duo valores iam pro sequente intervallo erunt initiates, ex quibus simili 
modo finales erui oportet. 

COEOLLARIUM 1 

657. Quoniam hie variabilitatis functionis V rationem habuimus, inter- 
valla iam maiora statuere licet, ac si illas formulas A, B, C, D etc. in 
infinitum continuare vellemus, intervalla quantum vis magna assumi possent; 
turn autem pro y oriretur series infinita. 

COROLLARIUM 2 

658. Si seriei inventae tantum binos terminos primos sumamus, ut sit 
y = t>~\~Aa), habebitur determinatio praecedens, unde simul patet error em 
ibi commissum sequentibus terminis iunctim suratis aequari. 
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COROLLARIUM 3 



659. Etiamsi autem seriei inventae plures terminos capiamus, consultum 
tamen non ent intervalla mmis magna constitui, ut u valorem modicum 
obtmeat, praecipue si qnantitates B, C, V etc. evadant valde magnae. 



SCHOLION 



660. Maximo incommodo hae operationes turbantur, si quando horum 
coefficientmm A, B, C, D etc. quidam in infinitum excrescant. Evenit autem 
hoc ten-bom in certis intervallis, ubi ipsa quantitas V vel in nihilum abit vel 
in mflmtum, cm incommodo quemadmodum sit occurrendum, iam innuimus 
et moz accuratius ostendemus. Caeterum calculus pro singulis intervallis 
pan modo instituitur, ita ut, cum ems ratio pro intervallo primo fuerit in- 
venta, quod incipit a valoribus pro lubitu assumtis x = a et y == b eadem 
pro sequentibus intervallis sit valitura. Cum enim pro fine intervalli primi 
faat ^ = = ' 



et _ ' etc. == 



<o ec. == , 

hi erunt valores initiales pro intervallo secundo, ex quibus simili modo finales 
ehd oportet; hie sciUcet calculus innitetur perinde litteris a' et V ac prior 
littens a et I, id quod clarius ex exemplis subiunctis patebit. 



EXEMPLUM 1 

***** 



sicque" ^ F -^-^ + ^ eritdifferentiando -^ 



n ( n 



etc. 



Quodsi ergo ponamus valori - C0 nvenire y~l>, alii cuicunque valori 

x = a 



x = a + a) conyemet 
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y = I + c(a n + C 6) + y(o a (cc& + ca n -\- no,"- 1 ) 



etc., 

quae series sumta qaantitate co satis parva quantumvis promte convergit, 
sicque posito a + co = a' et respondente valore ipsius y = V hinc simili modo 
ad sequentes perveniemus, quam operationem, quousque lubuerit, continuare 
licet. 



EXEMPLUM 2 



662. Aequationis differentiate dy^dx(xx + yy~) integrak compktum proxime 
investigate. 

Cum Me sit || = 7= xx + yy, erit continue differentiando 



et 



JO 

= 2 



etc. 
Quare si initio sit x = a et y = &, erit 

A = aa + 6&, 
= 2a + 2aai + 2& 8 , 
(7 = 2 + 4a& + 
D = 4& + 12a s 

Jj= 40a 2 + 24i 2 + 104a 3 & + 120a& 3 + 16a fi + 136a 4 i 2 + 240a 2 6 4 + 120& 6 , 
unde valori cuicunque alii x = a -+ co conveniet 



atque ex talibns binis valoribus, qui sint x = a' et y = &', denuo sequentes 
elici possunt. 
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SCHOLION 

663. Quoniam totum negotium ad inventionem horum coefficientium 
A, S, C, D etc. redit, observe eosdem sine differentiatione inveniri posse id 
quod in hoc postremo exemplo g = M + yy ita praestabitur. Cum statuamus 
posrto x = a fieri y-6, ponamus in genere x = a + a> et y-l + w et 
nostra aequatio induet hanc formam 

= aa + II 4- 2aw -f- ro ^+ 26^ + y/y, 

et quia evanescente eo simid evanescit y/, sumamus 

y, = aco -f /Jo, 2 + r , 3 + <f a,*. + 60) 5 + etc _ 
hocque valore substitute prodibit 

+ 2/3 
= aa + IT) 



Singulis ergo terminis ad niMlum reductis fiet 

a = aa + ll, 2/3 = 2al + 2a, 3y - 2/96 + + l, 4^ 

5 e = 2cJ6 + 2a r + / 3 / ?, 6^ = 2 8 & + 2(J + 2/3 r etc., 

unde iidem valores qui supra per differentiationem eliciuntur. Uti haec 
methodus sxmplicior est praecedente, ita etiam hoc illi praestat, quod semper 
in usum yocari possit, cum ilia interdum frustra applicetur, veluti in exemplis 
allatis evemt si yalores initiales a et I evanescant, ubi plerique coefficientes 
m nihilum abirent. Quod idem incommodum iam supra animadyertimus 
cum adeo eyenire possit, ut omnes coefficientes yel eyanescant yel in infinitum 
abeant. Verum hoc nonnisi in certis interyallis usu yenit, pro quibus ergo 
calculum pecuLari modo institui conyeniet; reliquis autem interyaUis method's 
hie exposita per differentiationem procedens commodius adhiberi yidetur 
quippe quae saepe facilius instituitur quam substitutio certisque regulis con- 
tmetur semper locum habentibus etiam in aequationibus transcendentibus. 
Quare pro smgulanbus illis interyalKs praecepta tradere oportebit 
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PROBLBMA 87 

664 Si in integrate aequatioms g= F pro qW piam interval eveniat 
* quanMas V vel evanescat vel fiat infinita, integrationem pro isto interval!* in- 
stttuere. 

SOLUTIO 

Sit pro initio intervalli, quod contemplamur, x = a et / = & quo casu 
cum V vel evanescat vel in infinitum abeat, ponamus J-| f ita ut posito 
x = a et y = b vel P vel Q vel utrumque evanescat. St'atuamus ergo, ut ab 
his termmis ulterius progrediamur, x = a + a, et y=,b + y fietq ue ^ = ^ 
atque tarn P quam Q erit functio ipsarum et v , quarum altera'saltem 
evanescat facto o, = et v - . lam ad rationem inter co et ^ proxhne 
saltern mvestigandam ponatur y/^ma,"; erit * = wwo ,-x Mnc ue 
*<?^--P, ubi P et ^ ob ^ = ^0," meras poteltates ipsius co conti- 
nebunt, quarum tantum minimas in calculo retinuisse sufficit, cum altiores 
prae his ut evanescentes spectari queant. Infimae ergo potestates ipsius , 
inter se aequales reddantur simulque ad nihilum redigantur; unde tarn ex- 
ponens n quam coefficiens determinabitur. Si deinde relationem inter 
et ,, exactius cognoscere veliinus, inventis m et ad altiores potestates 
ascendamus ponendo ^ = mo> + Jtf^+ JVa^+' + etc. hincque simili modo 
sequentes partes definientur, quousque ob magnitudinem intervalli sen parti- 
culae (a necessarium visum fuerit. 

COEOLLAEIUM 1 

665. Si posito - et y = b neque P neque ^ evanescat, substitution 
adhibita reperietur gj = -^ hincque proxime ady-^dfo, et y , = A ft , > 
qui est primus terminus praecedentis approximations, quo invento reliqui" ut 
ante se habebunt. 

COEOLLAEIUM 2 

666. Si a tantum evanescat, habebitur g (M of + Ny v ] = A proxime, 
unde posito ^=mo>" fit A = mnaf- 1 (Ma** + Nm v (o nv }; ubi si nv > p, debet 
esse n-.l-.fi, et mnM=A; quod autem non valet, nisi sit v (l ^ >(JL 

LEONHAKDI EDLERI Opera omnia In Institutiones calculi integralis 65 
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sen v > jJL-. Sin autem sit r < -^~ statui debet w l+w?/=0 sen n= i- 
* ** 1 ~< t ' i -|- v 

altero termino ut infima potestate spectato. At si fuerit v = -, ambo termini 

* 1 JA 

pro paribus potestatibus erunt habendi fietque n = l /u et J. = mw(Jf+ JVw"), 
unde m definiri debet. 

SCHOLION 

667. In genere Me vix quicquam praecipere licet, sed quovis casu oblato 
h'aud difficile est omnia, quae ad solutionem perducunt, perspicere. Siquidem 
omnes exponentes essent integri, regula ilia NEUTONIANA, qua ope parallelo- 
grammi resolutio aequationum instruitur, hie in usum vocari posset; turn vero 
exponentium fractorum ad integros reductio satis est note. Yerum huiusmodi 
casus tarn raro occummt, ut inutile foret in praeceptis proHxum esse, quae 
quovis casu ab exercitato facile conduntur. Veluti si perveniatur ad hanc 
aequationem |* (aVto + py) = y, ex superioribus patet primam operationem 
dare ^ = &]/?, unde fit -m(a + (3m) = y, unde m innotescit idque duplici 
modo. Quin etiam haec aequatio posito Y(o=p ad homogeneitatem reducitur 
ideoque revera integrari potest. Yerum haec vix unquam usum habitura fusius 
non prosequor, sed, quod adhuc in hac parte pertractandum restat, exponam, 
quomodo eiusmodi aequationes differentiates resolvi oporteat, in quibus 
differentialium ratio, puta ||=^, vel plures obtinet dimensiones vel adeo 
transcendenter ingreditur; quo absolute partem secundam, in qua differen- 
tialia altiorum graduum occurrunt, aggrediar. 
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DE EESOLUTIONE AEQUATIOl^UM DIFFEEENTIALIUM 

IN QUIBUS MFFEEENTIALIA 

AD PLUSES DIMENSIONES ASSTJEOTNT 

YEL ADEO TRANSOENDENTEE IMPLICANTUE 

PBOBLEMA 88 

668. Posita differ entialium relatione f==jP si proponatur aequatio quae- 
cunque inter Unas quantities x et p, relationem inter ipsas varidbiles x et y 
investigare. 

SOLUTIO 

Cum detur aequatio inter p et x, concessa aequationum resolutione ex 
ea quaeratur p per x ac reperietur functio ipsius x, quae ipsi p erit aequalis. 
Pervenietur ergo ad huiusmodi aequationem p = X existente X functione 
quapiam ipsius x tantum. Quare cum sit JP = ^|, habebimus dy = Xdx 
sicque quaestio ad sectionem primam est reducta, unde formulae Xdx inte- 
grale investigari oportet; quo facto integrale quaesitum erit y=JXdx. 

Si aequatio inter x et p data ita fuerit comparata, ut inde facilius x 
per p definiri possit, quaeratur x prodeatque x = P existente P functione 
quadam ipsius p. Hac igitur aequatione differentiata erit dx = dP hincque 
dy=pdx=pdP, unde integrando elicitur y^fpdP seu y^pPjPdp. 
Hinc ergo ambae variabiles a? et y per tertiam jp ita determinants, ut sit 
x = P et y=pPfPdp, unde relatio inter x et y est manifesto 

Si neqiie p commode per x neque x per p definiri queat, saepe effici 
potest, ut utraque commode per novam quantitatem u definiatur; ponamus 
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ergo inveniri # = U et p = V, ut J7et V sint funetiones eiusdem variabilis u. 
Hinc ergo erit dy=pdx = VdU et y^JYdU sicque x et y per eandem 
noyam variabilem u exprimuntur. 

COROLLAEIUM 1 

669. Simili modo resolvetur casus, quo aequatio quaecunque inter jp et 
alteram variabilem y proponitur, quoniam binas variabiles an et y inter se 
permutare licet. Turn autem, sive p per y sive y per p sive utraque per 

novam variabilem it definiatur, notari oportet esse dx==^-- 

r p 

COEOLLAKroM 2 

670. Cum Y(dx 2 + dy*) exprimat elementum arcus curvae, cuius coordi- 
natae. rectangulae sunt x et' y, si ratio " 



+ 

r functioni vel isiu 
poterit. 



== 

dy 
aequetur functioni vel ipsius x vel ipsius y, bine relatio inter x et y inveniri 



COEOLLAEIUM 3 

671. Quoniam hoc modo relatio inter xeky per integrationem invenitur, 
simul nova quantitas constans introducitur, quocirca ilia relatio pro inte- 
gral! complete erit habenda. 

SCHOLION 1 

672. Hactenus eiusmodi tantum aequationes differentiates examini sub- 
lecimus, quibus posito jj-jp eiusmodi relatio inter ternas quantitates x, y 
et p propomtur, unde valor ipsius p commode per x et y exprimi potest, 
ita ut p = Tx aequetur functioni cuipiam ipsarum x et y. Nunc igitur eius- 
modi relationes inter x, y et p considerandae veniunt, ex quibus valorem 
ipsius p vel mmus commode vel plane non per x et y definire liceat; atque 
me smphcissimus casus sine dubio est, quando in relatione proposita altera 
variables x seu y plane deest, ita ut tantum relatio inter p et x vel et 
proponatur; quern casum in hoc problemate expedivimus 
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Solutionis autem vis in eo versatur, ut proposita aequatione inter x 
non littera p per a>, nisi forte hoc facile praestari queat, sed potius x per p 
vel etiam utraque per novam variabilem u definiatur. Veluti si proponatur 

haec aequatio 

ady & V(dx* + Ay} , 



quae posito g-p abit in hanc a + ap - &!/(! +M Mnc minus commode 
definiretur j) per a;. Cum autem sit 



P, 
ob y=Jpdx=pxfxdp erit 



sicque relatio inter x ei y constat. 

Sin autem perventum fnerit ad talem aequationem 



seu x* 



Mnc neque a? per jp neque jp per a? commode definire licet; ex quo pono 
^ = ux> un( ie fit a; -\- u*x == OM Mncque 



aw , 

et 



lam ob d!^ - ~-s colligitur 



ac redncendo hanc formam ad simpliciorem 



seu 



SCHOLION 2 



673 Cum igitur hunc casum, quo aequatio vel inter a? et j> vel inter 
y et jp proponitur, generatim expedite licuerit, videndum est, quibus caabos 
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evolutio succedat, quando omnes tres quantitates a, y ek p in aequatione 
proposita insunt. Ac primo quidem observe, dummodo binae variabiles x 
et y ubique eundem dimensionum numerum adimpleant, quomodocunque 
praeterea quantitas p ingrediatur, resolutionem semper ad casus ante tractates 
revocan posse; tales scilicet aequationes perinde tracta,re licet atque aequa- 
tiones homogenous, ad quod genus etiam merito referuntur, cum dimensions 
a differentialibus natae ubique debeant esse pares et iudicium ex solis 
quantitatibus finitis x et 9 peti oporteat. Quae ergo dummodo ubique 
eundem dimensionum numerum constituant, aequatio pro homogenea erit 
habenda, veluti est xxdy-yy Y(dx* -f df] = seu pxx - yy ]/(! + pp) = 
Demde etiam eiusmodi aequationes evolutionem admittunt, in quibus altera 
vanakhs * vel y plus una dimensione nusquam habet, utcunque praeterea 
differentialium ratio ,-gJ ingrediatur. Hos ergo casus He accuratius ex- 
plicemus. 

PBOBLEMA 89 

674. Posito p-|| si in aegmtione inter x, y et p proposita binae variabiles 
x et y uhque emdem dimensions numerum compkant, invenire relationem inter 
x et y, quae tlhm aequationis sit integrale completum. 

SOLUTIO 

Cum in aequatione inter x, y et p proposita binae variabiles x et y 
nbique eundem dimensionum numerum constituant, si ponamus y = ux 
quantxtas * inde per divisionem tolletur habebiturque aequatio inter duas 
tantum quantitates u et p, qua earum relatio ita definietur, ut vel u per 



Iam e * Positione y = ux sequitur 

n S y==pdx ' erit P** -**-*** ideoque 

-^TS- Quia itaque p per u datur, formula dififerentialis -^- unicam 
vanabilem complectens per regulas primae sectionis integre'tu/ eritque 
^~J^~ U sicque * per u determinatur; et cum sit y = ux, ambae variabiles 
* et y per eandem tertiam variabilem u determinantur, et quia ilia integratio 
constantem arb^rariam inducit, haec relatio inter , et y erit integral 
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COROLL1EITJM 1 

675. Cum sit ^_-^L, erit etiam Ix = l(p u) +f~~, quae for- 
mula commodior est, si forte ex aequatione inter p et u proposita quantitas 
u facilius per p definitur. 

COEOLLAEIUM 2 

676. Quodsi iutegrale J^ vel J-~~ per logarithmos exprimi possit, 
ut sit f-f~ = 1 U> erit lx = W+lU hincque x=CU ei y = CUu; unde 
relatio inter x et y algebraice dabitur, et cum sit ^ = , haec tertia varia- 
bilis u facile eliditur. 

SCHOLION 

677. Eandem hanc resolutionem supra in aequationibus homogeneis 
ordinariis docuimus, quae ergo ob dimensiones differentialium non turbatur; 
quin etiam succedit, etiamsi ratio differentialium j~==p transcendenter in- 
grediatur. Hoc modo scilicet resolutio ad integrationem aequationis differen- 
tialis separatae - ^ perducitur, quemadmodum etiam supra per priorem 
methodum negotium fuit expeditum. Altera vero methodus, qua supra usi 
sumus quaerendo factorem, qui aequationem differentialem reddat per se 
integrabilem, Me plane locum non habet, cum per differentiationem aequa- 
tionis finitae nunquam differentialia ad plures dimensiones exsurgere queant. 
Non ergo hoc modo invenitur aequatio finita inter a? et y, quae differentiata 
ipsam aequationem propositam reproducat, sed quae saltern cum ea conveniat 
et quidem non obstante arbitraria ilia constante, quae per integrationem 
ingressa integrale completum reddit. 

EXEMPLUM 1 

678. Si in aequationem propositam neutra variabilium x et y ipsa ingre- 
diatur, sed tantum differentialium ratio f|=jp, integrale completum assignare. 

Posito ergo jj, = p aequatio proposita solam variabilem p cum, con- 
stantibus complectetur, unde ex eius resolutione, prout plures involvat radices, 
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orietur p = , jP = /3, p = y etc, lam ob p = || ex singulis radicibus inte- 
gralia completa elicientur, quae erunt 

y=**ax + a, y = fix + &, y = y% + c etc., 

quae singula aequationi propositae aeque satisfacinni Quae si velimus 
omnia una aequatlone finita complecti, erit integrate completnm 



(y (x% a)(y (3x 6) (y ^o; c) etc. 0, 

quae, uti apparet, non unam novam constantem, sed plures a, &, c etc. com- 
prehendit, tot scilicet, quot aequatio differentialis plurium dimensionum 
habuerit radices. 

COEOLLARIUM 1 
679. Ita aequationis differentialis 



a= sen pp 



ob ^ = + 1 et # = 1 duo habemus integralia y = o? + a et ?/ = 
quae in unum collect a dant (y x d) (y + a? ,6) = seu 

yy xx (a + 6) y (a Z>) x + a& = 0. 



COEOLLARITJM 2 
680. Proposita aequatione 

dy* + ^ 3 = seu / + 1 = 



ob radices # = - 1, p = l|zJ e t jp l -=^ e rit vel 



yB .-_a? + a vel ^ = lL + & ye l 

quae collecta praebent 



XX 
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quae aequatio etiam ita exhiberi potest 

- C=0, 



ubi constantes A 9 B, G ita debent esse comparatae, ut aequatio haec reso- 
Intionem in tres simplices admittat. 

BXEMPLUM 2 

681. Proposita aequatione differentiali ydx xV(dx*-\-dy*) = eius inte- 
grate completum invenire. 4 

Posito =jp fit y xV(pp + 1) =* 0', sit ergo y = u%; erit 



-i// i t\ x dx du 
u = V(pp + l) et *=j^ 

unde per alteram formulam 

lx =* I (jp u) -j- I 
^ jp 

at 

fdpY(pp + 1) = 

unde colligitur 

.* -* 

-1>) T^"^( 1 +^)~"9 



et 

y = UX = xY(pp + 1). 

EXEMPLUM 3 

682. Huius aequationis ydx xdy = nxV(dx* + ^2/ 2 ) integrate completum 
invenire. 



Ob , y =j> nostra aequatio est y px = nxy(l +^)> q^ae posito 2/ = i 
abit in w p = nV(l ~\~pp). Cum ergo sit 

lx = l(p u} - 



u 
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erit 

Mncque 
Quare habetur 



* 



l nn 



Cum nunc sit MM 

w nV(uu + 1 
j9 = - LA z 

* 
atgue 

unde fit 



nnpp, erit 



1 nn) 



1nn 



x( nu + Y(uu +1 nn)) _ / 



_ / W + ^UM + I 
\ 1 n 



ubi -i. At si 



iiu+l u xx-\-yy 
Si n = l, est quidem ut ante> =^ et 



, rt 

sen yy + xx ^=2 ax. 



* , unde 



2 a 



Ergo et a? = et ^a? + yy 2a# = O. 1 ) 

SCHOLION 

683. Haec aequatio sumendis utrinque quadratis et radice P = ^r extra- 
henda ad aequationem homogeneam ordinariara reducitur. Pit enim primo 

nnxx + nnppxx, 



1) Editio princeps: # = - = - ^-~~ . Ergo et x^O et xx + yy -\-2ax = Q. 

Correxit F. E. 
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turn vero 



quae posito y = ux separabilis redditur. Ubi imprimis casus, quo ww = 
notari meretur, quo fit yy 2pxy = xx seu p = |f = y *7y** ideoque 



quae etiam per partes integrari potest, cum 2xydy yydx integrabile fiat 
per factorem f: yjL ; quo ut etiam pars xxdx integrabilis reddatur, ilia 
forma abit in sicque habebitur ^ y ^"" y " + dx=~Q, cuius integrate -est 

XX u xx 

^-f# = 2a ut ante, nisi quod altera solutio x = Q Mnc non eliciatur. 
Verum cum aequatio ilia quadrata posito n = l subito abeat in simplicem, 
altera radix perit, quae reperitur ponendo n == 1 - , quo fit 

yy 2pxy = xx 2axx 2ap$>xx 

ideoque px infinitum; reiectis ergo terminis prae reliquis evanescentibus est 
2pxy = xx 2appxx, quae divisibilis per x alteram praebet solutionem 
x = 0. Talis quidem resolutio succedit, quando valorem p per radicis ex- 
tractionem elicere licet; sed si aequatio ad plures dimensiones ascendat vel 
adeo transcendens fiat, methodo Me exposita carere non possumus. 

EXEMPLUM 4 

684. Proposita aequatione xdy* + ydx* dydxYxy(dx* + dy*) eius integrate 
completum investigare. 

Posito ^ = tt et y^ux nostra aequatio induet hanc formam 

ax c * 



unde conficitur 



Inde autem est 
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et quadrando 

-yJJ -/ + ~P 4 + \p 
hincque 



unde colligimus 

<g 2 -' 



p-u 

In quorum membrorum posteriore si ponatur ]/ 1 ~ 4 - p +^ = q> O b 
Jt _.2 + l/(4-(l- gg )^ _4g 

et x -^ ' '(i 

i -p +PP- (iM! 
obtinebitur C 1 

fJp-^L C *P(*-_P}_ , 2 C 

/ jp - 2 J p(l - p +p tf J ( 

ubi membrum posterius neque per logarithmos neque arcus circulares inte- 
grari potest. 

EXEMPLUM 5 

685. Invenire relationem inter x et y, ut posito s = CV(&y? 4- du*} fiat 
88 2y. J V ; 

Cum sit s = X2o;^, erit 



hincque posito =j> et y = ^a; fiet 



seu u = ]/2(l +^) $ et radice extracta 

m 4. iz _ i 

2 ^ >/2 "" 
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quare 

u 1 p + pp + (1 p) Y(l +pp) et p u = (1 jpj(l jp 

Ergo 



* ~> -V* + - T*- t / 



JP(I-JP) 



At posito p = 9 / g fit 

4 



1-2 
hincque 



1-2 
lam 



~~~ 22 

sicque habetur 



1(2.) - i(2 - (1 + 3) 1 ) - 4- 

V ' V V ^ y 



ubi est ^ = = (l + 2) 2 et l + ^l/, unde 



geu x y^ 

x ^ yx + y y J y 

vel 



(V* 
Est ergo aequatio inter a? et y interscendens, uti vocari solet. 
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SCHOLION 
686. Facilius haec resolutio absolvitur quaerendo statim ex aequatione 

u+p = V2u(l -f pp) sen uu + 2up -\-$p = 2u + 2upp 
valorem ipsius p, qui fit 



p = i -_ L g eu p ssss 

et 



Quare 



i^) ==c _^ 1 _ M v_ r du . 

V2u V ; ^(l-u)V2' 

sit u = vv eritque 

du = J^ f %dv = J_ ij-j; 
) yaw }/2 J 1 - p ~ }/2 I^w 



hincque 

Zaj^Za-Zri-^-J-zLbJ^. 

V ^ 1/2 !->/ 

Unde ob w == ^- reperitur 



aa; 



x \ 



ut ante. Quare si curva desideretur coordinatis rectangulis x et y deter- 
minanda, ut eius arcus s sit =]/2^, erit aequatio eius naturam defimiens 



Caeterum evidens est simili modo quaestionem resolvi posse, si arcus s func- 
tioni cuicunque homogeneae unius dimensionis ipsarum a; et y aequetur, sen 
si proponatur aequatio quaecunque homogenea inter no, y et s, id quod se- 
quenti problemate ostendisse operae erit pretium. 
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PKOBLEMA 90 

687. Si fuerit s = fV(dx* + dy*) atque aequatio proponatur Jiomogenea quae- 
cunque inter x, y et s, in qua scilicet hae tres variabiles x, y et s vbique eundem 
dimensionum numerum constituent, invenire aequationem finitam inter x et y. 

SOLUTIO 

Ponatur y=,ux et s == vx, ut hac substitutione ex aequatione homogenea 
proposita variabilis x elidatur et aequatio obtineatur inter binas u et v 9 unde 
v per u definiri possit. Turn vero sit dy=pdx eritque ds = dxV(I-{-pp), 
unde fit >dx = udx + xdu et dxV(l+pp)=>vdx + xdv, ergo 



dx du dv 



x p u. Y(l+pp)-~v 



Quia nunc v datur per u, sit dv = qdu, ut habeatur 1/(1 +pp) = v + jpg qu 
et sumtis quadratis 1 +jpj> = (v qu)* + 2pq(v qu) +ppqq, nnde elicitur 



, 



Quare hinc deducimus 



unde, cum t; et g detur per M, inveniri potest x per eandem w; at ob 
qdu = dt; fiet 



,,/ , N rdwy((^ 

= /a - Z V(l + uu - vv] -J -^ 



turn vero est y = ux seu posito ~| loco ^ habebitur aequatio quaesita inter 

x et T/. 

COEOLLARIUM 1 

688. Cum s exprimat arcum curvae coordinatis rectangulis x et y re- 
spondentem, sic definitur curva, cuius arcus aequatur functioni cuicunque 
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unius dimensiords ipsarum aj.et y\ quae ergo erit algebraica, si integrale 



t vv 
per logarithmos exhiberi potest. 

COROLLAKIUM 2 

689. Simili modo resolvi poterit problema, si s eiusmodi formulam inte- 
gralem exprimat, ut sit ds = Qdx existente Q functione quacunque quanti- 
tatum p, u et v. Turn autem ex aequalitate -~ = ^ = -Q-~ valorem ipsius 
p elici oportet, et quia v per u datur, erit Z#==j-~ir^' 

EXEMPLUM 1 

690. Si debeat esse s ax + (3y, erit v = a + /?w et q = -~ = /3, hinc 
t; ^^ == a, ergo 



quae postrema pars est 

_ f ^V(+^-i) = f , B _^ r 

J 1 aa 2jSw + (l /S/J)*M v ~ ^^ ; J - 1 
quae transformatur in 

f _ (pp-i-)duV( tt +w-i) ____ 

J (a(/J/J - 1) + ft - y( KK + pp - 1)) (QJ]8 - 1) + |8 + V( u -f- /3/3 - 1)) 



Quare posito u = ~ aequatio integralis quaesita est sumtis quadratis 



aa 
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At posito 

/? x V(aa + /?/? - 1) = P, 



est 

PQ = (^ _ i 

= (/?/? - !)(( + /fy) 2 - ^ - yy), 



unde mutata constante fit -^=n> er g ve l -P=0 vel $ = &; solutio ergo 
in genere est 



quae est aequatio pro linea recta. 

EXEMPLUM 2 
691. Si debeat esse 5 = ^-, erit v = nuu et g = 2^w; unde 

sc 

1 + ww ^^ = 1 + MW ^n^ 4 et v qu == nuu, 



ergo 

Ix = Id ?y(l -f- uu nnu^y / 



quae formula autem per logarithrnos integrari nequit. 

EXEMPLUM 3 

692. Si debeat esse ss = xx + yy, erit v = ]/(! + uu) et g ===== - , 

unde fit 1 + ww ^ = 0; solutionem ergo ex primis formulis repeti convenit, 
unde fit 

v qu = , qq 1 = et qv u = 0; 

]/(l + ww) l + uu 

ergo 

_ P^ dy y ft 

* dx x ' 

ita ut prodeat y = nx. 

EXEMPLUM 4 

693. Si debeat esse ss = yy + nxx seu v = y(uu~\~n) et 3 = -^ ^- , 
erit 

1 + ^^ t;^ == 1 n, v qu = et j^ 1 



67* 
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Quare habebitur 

i i 7-1//-. \ 1 rduVfnn n) ^^ , yn 7 / . -,// . N \ 
lx = la ZK(! n) I - = ZB+'"/ l(u-\-Y(uu~}~n)) 

hincque 

* y_n_ 

f-. 



x 



Quoties ergo ^~^ est nmnerus quadratus, aequatio inter x et y prodit al- 
gebraica. 

Sit y^ = m; erit n = ^ et ss = yy + =i> cui conditioni satis- 
fit hac aequatione algebraica 



quae transformatur in 

A 1 

(mm-1)^ mmb 
sen ^ - ^ 



mm 1 



COEOLLAEIUM 

694 Ponanms m== , ac si fuerit 



erit 



Quare si 



PEOBLEMA 91 

695. Si posito - = p ei^^s l modi detur aequatio inter x, y et p, in qua alter a 
varialilis y unicam tantum Jidbeat dimensionem, invenire relationem inter binas 
variaUles x et y. 

SOLUTIO 

Hinc ergo y aequabitur functioni cuipiam ipsarum x et p, unde diffe- 
rentiando fiet dy = Pdx+ Qdp. Cum igitur sit dy=*pdx, habebitur haec 
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453 



aequatio differentialis (P p)dx -{- Qdp = 0, quam integrari oportet. Quo- 
niam tantum dtias continet variabiles x et p et differentialia simpliciter in- 
volvit, eius resolutio per methodos supra expositas est tentanda. 

Primo ergo resolutio succedet, si fuerit P = p ideoque dy^pdx-^-Qdp. 
Quod evenit, si y per x et p ita determinetur, ut sit y=px~\-II denotante 
77 functionem quamcunque ipsius p. Tum ergo erit $ = # + -^> et cum so- 
lutio ab ista aequatione Qdp = pendeat, erit vel dp = hincque p = a 
seu y = ax + /?, ubi altera constantium a et (3 per ipsam aequationem pro- 
positam determinatur, dum posito p = a fit /? = 77; vel erit Q = ideoque 

ergo utraque solutio est algebraica, si 



- j. .. 

modo 77 fuerit functio algebraica ipsius p. 

Secundo aequatio (P p)dx + Qdp = resolutionem admittet, si altera 
variabilis x cum suo differential! dx unam dimensionem non superet. Evenit 
hoc, si fuerit y = Px + 77, dum P et 77 sunt functiones ipsius p tantum; 
turn enim erit P = P et Q = ^-- + -^ hincque haec habetur aequatio in- 
tegranda 

= seu dx - 






quae per 6 p ~* multiplicata dat 



- = ^ ; erit aequatio integralis 

R '_ r C Rdn ^ G C 
Mx-C-J F - - J 

C 1 dndE , CP . P CdndE 



Sive ponatur 



unde fit 



Tertio resolutio tiullam habebit difficultatem, si denotantibus X et V 
functiones quascunque ipsius x fuerit y X-i-Vp. Tum enim erit 



ideoque 



ttV-dx dX 
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sit = > Tit jR sit etiam functio ipsius x\ erit ^JP ==S ^-~~^- seu 

E 



quae aequatio relationem Inter x et y exprimit. 

Quarto aequatio (P p)dx-}-Qdp = Q resolutionem admittit, si faerit 
homogenea. Cum ergo terminus pdx duas contineat dimensiones, hoc evenit, 
si totidem dimensiones et in reliquis terminis insint. Unde perspicuum est 
P et Q esse debere functiones homogeneas unius dimensionis ipsarum x et>p. 
Quare si y ita per x et p definiatur, ut y aequetur function! homogeneae 
duarum dimensionum ipsarum x et p, resolutio succedet. Quodsi enim fuerit 
dy = pdx + Qdp, aequatio solutionem continens (P p)dx + Qdp = erit 
homogenea fietque per se integrabilis, si dividatur per (Pp)x + Qp* 

COEOLLAEIUM 1 

696. Pro casu quarto si ponatur y = ##, aequatio proposita debet esse 
homogenea inter tres variabiles x, z et p. Unde si proponatur aequatio 
homogenea quaecunque inter x, # et p, in qua hae ternae litterae x, g et p 
ubique eundem dimensionum numerum constituant, problema semper resolu- 
tionem admittit. 

COEOLLAEIUM 2 



697. Simili modo conversis variabilibus si ponatur x = vv et 
it p = , ac proponatur ae 
problema itidem resolvi potest. 



ut sit p = , ac proponatur aequatio homogenea quaecunque inter y, v et q, 



SCHOLION 

698. Pro casu quarto, ut aequatio (P p)dx + Qdp == fiat homo- 
genea, conditiones magis amplificari possunt. Ponatur enim x = v u et p = q v 
sitque facta substitutione haec aequatio fi(P c}v^~~ l dv + v Qq v ~~ l dq = 
homogenea inter v et q eritque P functio homogenea v dimensionum et Q 
functio homogenea fi dimensionum. Cum iam sit 

dy = Pdx + Qdp = 
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erit y functio homogenea ^ + ^ dimensionum. Quare posito y = ^ +v pro 
blema resolutionem admittit, si inter #, y et p eiusmodi relatio proponatur, 
ut positis y = # u+v , x = v^ et p = q v habeatur aequatio homogenea inter 
ternas quantitates a, v et #, ita ut dimensionum ab iis formatarum numerus 
ubique sit idem. Ac si proposita fuerit huiusmodi aequatio homogenea inter 
0, v et q, solutio problematic ita expedietur. 

Cum sit dy=pdx, erit 



ponatur iam 2 = rq et v = sq et aequatio proposita tantum duas litteras r 
et 5 continebit, ex qua alteram per alteram definire licet; turn autem per has 
substitutiones prodibit haec aequatio 



(p + r^+'-tf+'-^rdq + qdr) /n,s^ l q^ +v ^(sdq + qds), 
ex qua oritur 



quae est aequatio differentialis separata, quoniam s per r datur. Quin etiam 
bini casus allati manifesto continentur in formulas 2/ = ^" fr , a? = t^ et p = q v , 
prior scilicet, si ^ = 1 et y==l, posterior vero, si ^ = 2 et y = 1. 

Hos igitur casus perinde ac praecedentes exemplis illustrari conveniet, 
quorum primus praecipue est memorabilis, cum per differentiationem aequationis 
propositae y=px-\~II statim praebeat aequationem integralem quaesitam 
neque integratione omnino sit opus, siquidem alteram solutionem ex dp = 
natam excludamus. 

EXEMPLUM 1 

699. Proposita aequatione differentiali ydx xdy = aY(dx* + dy 2 } eius 
integrate invenire. 



Posito ^=p fit y px = aYCi. -}~pp], quae aequatio differ entiata ob 

Cl X , . 

dy =pdx dat 
p = a hincque 



pdx dat xdp = ~^^"^ quae cum sit divisibilis per dp, praebet primo 
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Alter vero factor suppeditat 

-ap hincque y= ~ app x + aY(l+X>p) = - -^ - -, 
l/(l+jpjp) -/(l-H^) V ; ]/(l+JW) 

unde fit 

## + 2/2/ = aa, - 

quae est etiam aequatio integralis; sed quia novam constantem non involvit, 
non pro completo integral! haberi potest. Integrate autem completum duas 
aequationes complectitur, scilicet 



a a) et x%-\-yy = aa, 
qnae in hac una comprehendi possunt 

((y atif aa(l -f- aa))(xx + yy ad) = 0. 

SCHOLION 

700. Nisi hoc modo operatio instituatur, solutio huius quaestionis fit 
satis difficilis. Si enim aequationem differentialem yd% xdy==aY(dx 2 -\-dy^ 
quadrando ab irrationalitate liberemus indeque rationem j| per radicis ex- 
tractionem definiainus, fit 

(xx ad)dy xydx = + adxV(xx + yy ad), 

quae aequatio per methodos.cognitas difficulter tractatur. Multiplicator quidem 
inveniri potest utrumque membrum per se integrabile reddens; prius enim 
membrum (xx ad)dy xydx divisum per y(xx ad) fit integrabile integral! 
existente I ~ ~ - ; unde in genere nmltiplicator id integrabile reddens est 



y(xx ad) Y(xxad) 

quae functio ita determinari debet, ut eodem multiplicatore quoque alterum 
membrum adxY(xx + yy ad) fiat integrabile. Talis autem multiplicator est 



y 
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quo fit 



xx^-aa 



Jam ad integrale prioris membri investigandum spectetur x ut constans erit- 
que integrale 

= i (y + V(*v + yy - a a}) + x 

denotante X functionem quampiam ipsius x ita comparatam, ut sumta iam y 
constante fiat 

xdx , ^ ^ xydx 

(y + Y(xx + yy c 
seu 



x dx(y Y(xx + yy a a)) ^ ^ = xydx 

(xx 



unde fit 

- 7 C 



o4- Y 1 __. 7 

M SO l ^~~' QJ (M 

Quare integrale quaesitum est 

C 



(xx aa) 2 x a 

seu 



y(xx~~ ad) ' xa 

unde fit 

y + y(xx + yy ad) a (a? + a) 
hincque 

^a; aa = aa(a; + of 2a(x + a) 
vel 

x + a == a(a; + a) 



quae autem tantum est altera binarum aeqnationum integralium, altera autem 
aequatio integralis xx -f yy aa iam quasi per divisionem de calculo sublata 
est censenda. 

Caeterum eadem solutio aequationis 

(aa xx)dy + xydx = + adxY(xx + yy ad) 

LEONHARDI EULERI Opera omnia In Iristitutiones calculi integralis 58 
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facilius instituitur ponendo y = uy(aa xx), unde fit 

du 



/ \ 7 i 7 -i// w s\ 

(a a xxr &u = + fl# Yfaa xx](uu 1) sen 



eui quidem satisfit sumendo % == 1, neque tamen He casus in aequatione integral! 
continetur, uti supra [ 562] iam ostendimus. Ex quo suspicari liceret alteram 
solutionem %x + yy = ^<^ adeo esse excludendam, quod tamen secus se habere 
deprehenditur , si ipsam aequationem primariam y x ^" x -l~ = ^ perpendamus. 

Si enim a? et y sint coordinatae rectangulae lineae curvae, formula y . x ~~ x y ~ 

y & y(dtf + dy*} 

exprimit perpendiculum ex origine coordinatarum in tangentem demissum, 
quod ergo constans esse debet. Hoc autem evenire in circulo origine in cen- 
tro constituta, dum aequatio fit xx-i~yy = aa, per se est manifestuin. At- 
que bine realitas harum solutionum, quae minus congruae videri poterant, 
confirmatur, etiamsi earum ratio baud satis clare perspiciatur. 

EXEMPLTJM 2 

701. Proposita aequatione differentiali ydx xdy = 7" y eius integrate 
invenire. 

Posito dy =pdx fit y px = a(l + pp) et differentiando xdp = 2apdp, 
unde concluditur vel dp = et p = a Mncque y == ax + a(l + aa) vel 
x = 2ap et y = a(l pp) sicque ob p = ^ babebitur 4a7/ = 4aa o?o;, 
quae aequatio ad geometriam translata illam conditionem omnino adimplet. 

Ex aequatione autem proposita radicem extrahendo reperitur 



2ady + xdx = 

quae posito j/ = ^(4aa ##) abit in 
2adu(4:aa a? a?) xdx(4au 
haecque posito Aau 1 = it in 

tdt(kaa xx) ttxdx = td%Y(&aa xx); 



quae cum sit divisibilis per ,'. concludere licet # = ideoque ^ = ^ atque 
Mnc 4ai/==4a^ a? a?. 
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EXEMPLUM 3 

702. Proposita aequatione differentiali ydx xdy = a ~$(dx* -f dy^ eius 
integrals assignare. 

Haec aequatio more consueto, si rationein ~ inde extrahere vellemus 

OiSCj * 

vix tractari posset. Posito autem dy=pdx fit y px = aY(l ~f p*) et 
differentiando 



unde duplex conclusio deducitur: vel dp = et p = a sicque 



vel 



unde fit ^ == ^, et ob if(l +^ 3 ) 3 = a 3 erit p 3 = ^ - 1 hincque 



= a seii 
y 



EXEMPLUM 4 

703. Proposita aequatione ydx nxdy = aV(dx* + dif] eius integrate in- 

venire. 



Posito dy = pdx habetur y npx = a V(l + jp_p), unde differentiando 
elicitur 

(1 n)pdx nxdp = - 



- n 



quae per p n ~ l multiplicata et integrata praebet 



JL_ a r p ^dp 

~^ 1 x = / -7 ^ 

lnJV(l+p 



58" 
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Hinc deducimus casus sequentes integrationem admittentes 1 ): 

Q O 



si. - T , 



ac si n = 2 * , 1 , erit 

^A 



et 

(7 2Aa 



Quodsi ergo sumatur A==oo, ut sit w*l, erit 

et x = 



unde, si constans (7 sit 0, statim sequitnr solutio superior xx + 2/2/ = ^^ 
At si constans (7 non evanescat, minimum discrimen in quantitate p inflnitam 
varietatem ipsi x inducit. Quantumvis ergo x varietur ; quantitas p ut con- 
stans spectari potest, unde posito p = a altera solutio y = ax + aV(l + a a) 
obtinetur. Hinc ergo dubium supra circa Exemplum 1 natum non mediocriter 
illustratur. 

EXEMPLTJM 5 

704. Proposita aequatione differentiali Ady n = (Bx a + Cy^dx n existente 



n = 



dus integrate investigare. 



Posito |=jp erit Ap n =Ex a + Cy?. Ponamus iam p = q a ?, x = v? n et 
y = z*, ut habeamus hanc aequationem homogeneam Aq a P n = Bv"? 91 -^- Oz a P n , 
quae positis = rq et v = sq abit in A = Bs a P n -\- Cr a ? n . Cum vero sit 



qdr) 
et 



1) Of. formulam I 118. R E. 
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erit 

qdr) = /3s^^ l q a ^^- an (sdq + qds). 



Est vero per hypothesin a/3 + /?w cm = 0, unde oritur 

ar an dq + ar an ^ l qdr 
hincque 



f A n. a $ n \ & 

At est sf* -*(*-%' ) hiQcque 



unde fit 

Ia 



F<r (! *P' n \ 

J 



JL 

n 



Facilius autem calculus hoc modo instituetur. Sumto -4 = 1 erit 



sit y = x^ u] fiet 



a ft a 

-xx ~i* udx = x n 



quae aequatio, cum sit ~ == ^y~- , abit in hanc 



uude fit 

dx _ fidu 

" 



^ 

sicque x per ^ determinatur, et quia u = x ?y, habebitur aequatio inter 
x et y. 
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SCHOLION 

705. Hoc igitur modo operationem Institui conveniet, quando inter binas 
variabiles x et y una cum differentialium ratione ^ = v eiusmodi relatio 

ax * 

proponitur, ex qua valor ipsius p commode elici non potest. Turn ergo cal- 
culum ita tractari oportet, ut per differentiationem ponendo dy=$>dx vel 
^ = ^ ^ an( i e:ai perveniatur ad aequationem differentialem simplicem inter 
duas tantum variabiles, quern in finem etiam saepe idoneis substitutionibus 
uti necesse est. 

Atque hucusque fere Geometris in resolutione aequationum diflferentialium 
primi gradus etiamnum pertingere licuit; vix enim ulla via integralia investi- 
gandi adhuc quidem adhibita Me praetermissa videtur. Num autem multo 
maiorem calculi integralis promotionem sperare liceat, vix equidem affir- 
maverim, cum plurima extent inventa, quae ante vires ingenii humani 
superare videbantur. 

Cum igitur calculum integralem in duos libros sim partitus, quorum 
prior circa relationem binarum tantum variabilium, posterior vero ternarum 
pluriumve versatur, atque iam libri primi partein priorem in differentialibus 
primi ordinis constitutam hie pro viribus exposuerim, ad eius alteram partem 
progredior, in qua binarum variabilium relatio ex data differentialium secundi 
altiorisve ordinis conditione requiritur. 
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